Inhaltsverzeichnis

1

2

3

Einfihrung . . . . . . . . . e
1.1 Gegenstand statistischer Untersuchungen . . . . . ... ... ... ...
1.2 Lehrangebote: Vorlesung, Ubung, Skript . . . . . ... ... ... ....
Deskriptive Statistik . . . . . . . ..o
21 Merkmale (GK 1.3) . . . . .. ... o L
2.2 Ordnung der Beobachtungen (Eindimensionale Haufigkeitsverteilungen;
GK 2.1) ..
2.2.1 Statistische Beschreibung diskreter und qualitativer Merkmale
2.2.2  Statistische Beschreibung ordinaler qualitativer und diskreter
quantitativer Merkmale . . . . . . . ... ... ... ... ....
2.2.3 Statistische Darstellung stetiger Merkmale . . . . . . . .. .. ..
2.3 Statistische Kenngréflen einer Verteilung . . . . . . .. .. .. ... ...
2.3.1 Kenngroflen, die aus der kumulativenVerteilungsfunktion F(z)
ablesbar sind . . . . ... . Lo
2.3.2 Kenngroflen, die ohne vorherige Ordnung der beobachteten Werte
berechenbar sind . . . . .. ... oo oL
2.4 Zweidimensionale Haufigkeitsverteilungen (GK 2.2) . . . ... ... ..
2.4.1 Kontingenztafeln . . . . . .. .. ... ... ... ... .. ...,
2.4.2 Zusammenhangsmafle in Vierfeldertafeln . . . . . . ... ... ..
2.4.3 Streudiagramme: Korrelation und Regression . . . ... ... ..
Wahrscheinlichkeitsrechnung (GK'3). . . .. ... .. ... ... .....
3.1 Einfiihrung . . . . . ... ...
3.2  Grundregeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung: . . ... ... ..
3.3 Vom Nutzen der Regeln zur Wahrscheinlichkeitsrechnung
3.4 Bedingte Wahrscheinlichkeiten . . . . . . . ... ... ... ... ..
3.5 Stochastische Unabhingigkeit von Ereignissen . . . . . . . . . ..
3.6 Zerlegung von Wahrscheinlichkeiten . . . . . ... ... ... ... ...
3.7 Satz von BAYES: Der Salto riickwérts . . . . ... ... ... ...
3.8 Giitekriterien eines diagnostischen Tests: Sensitivitidt, Spezi-
fitdt und pradiktive Werte . . . . .. .. ... ... ... ... ...
3.9 Haben Wahrscheinlichkeitsverteilungen einen Mittelwert?
3.10 Grofle Fallzahl und die Folgen: Verteilungen von grolen Summen . . . .
3.10.1 Beispiel: Die Binomialverteilung . . . . .. ... ... ... ...
3.11 Die Normalverteilung . . . . . .. . ... ... ... .. ........
3.11.1 Der zentrale Grenzwertsatz . . . . . .. ... ... ... ...
3.11.2 Die kumulative Verteilungsfunktion. . . . . . . .. ... ... ..

4 Statistisches Schitzen (GK4) . . .. ... .. ... ... . o0 L.

4.1 Einfiihrendes Beispiel: . . . . . . . ... ... ... .. .. ... ...
4.2 Grundgesamtheit und Stichprobe (GK 4.1) . ... ... ... ... ...
4.3 Schitzwerte und ihre Eigenschaften (GK 4.2 und 4.3) . . ... ... ..
4.3.1 Schitzung des Erwartungswertes . . . . . . ... ... ... ...
4.3.2 Schitzung der Varianz . . . . . . ... ...
4.3.3 Der Standardfehler des Mittelwertes . . . . . . . ... ... ...
4.3.4 Die Verteilung des Mittelwertes . . . . . . . ... ... ... ...
4.4  FEinschub: Das Dilemma der reinen Wahrscheinlichkeitsrechnung . . . . .
4.5 Konfidenzbereich: Welcher Erwartungswert einer Verteilung ist mit den
Stichprobendaten ”vertraglich”? . . . .. ... ... ... ...

RN NN

N

12

13

16
23
23
25
31
41
41
43
45
46
48
49
50



5 Statistisches Testen (GK 5) . . . . . ... ... . 7

5.1 Vom Konfidenzbereich zum statistischen Test (GK 5.1) . ... ... .. 7
5.2 Abweichungsmafe und Testkonstruktion (GK 5.1, 5.2.1) . . .. ... .. 80
5.2.1 Beispiel 1 (Vorzeichentest). . . . ... ... .. ... .. ..... 80
5.2.2  Allgemeines Konstruktionsprinzip . . . ... ... ... ... .. 82
5.2.3 Beispiel 2 (Z-Test): . .. ... .. ... ..o oL 83
5.2.4 Der P-Wert einer Testanwendung. . . . .. . ... ... ... .. 85
5.2.5 Einseitige Tests. . . . . . . ... oL o 86
5.3 Spezielle Testverfahren (GK 5.2.2) . . . . ... ... .. ... ...... 87
5.3.1 Mittelwertvergleiche bei normalverteilten Grundgesamtheiten . . 87
5.3.2 Kontingenztafel-Analyse. . . . . . ... ... ... ... 93
5.3.3  Weitere spezielle Tests und Hinweise fiir Doktoranden . . . . . . 97



Skript fiir den Kurs

»Ubungen zur Biomathematik ”

Orientiert am Gegenstandskatalog (GK)
”Medizinische Biometrie”

Institut fiir Biometrie der Medizinischen Hochschule Hannover

4. Auflage

Hartmut Hecker



1. Einfithrung

1.1. Gegenstand statistischer Untersuchungen

In der Statistik beschéftigt man sich mit Erscheinungen und Vorgéngen, die nicht exakt
vorhersagbar sind.

Deskriptive Statistik:

In der deskriptiven Statistik wird versucht, {iber die Vielfalt der beobachteten Erschei-
nungen durch

e Ordnen nach unterschiedlichen Kriterien und durch

e Reduktion auf wenige Kenngroéflien

eine Ubersicht zu erhalten.
Die Wahl der dabei benutzten Methoden héngt insbesondere von der Fragestellung ab,
die der Betrachtung der Daten zugrunde liegt.

Analytische Statistik:

In der analytischen Statistik macht man zunéchst die Annahme, dass die Unvorher-
sagbarkeit der einzelnen Beobachtungen auf ”zufillige” Erscheinungen zuriickzufiithren
ist, die in dem Gesamtgeschehen eine Rolle spielen. Es wird weiterhin angenommen,
dass dieses ” Zufallsgeschehen” mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung angemessen
behandelt werden kann. Auf entsprechender mathematischer Grundlage wird dann ver-
sucht, Regelmdfligkeiten oder Gesetzmidijf$igkeiten zu entdecken bzw. nachzu-
weisen, die den Beobachtungen zugrunde liegen und von den zufilligen Erscheinungen
”{iberlagert” werden.

Die Biomathematik oder ” Medizinische Biometrie” beschéftigt sich sowohl mit den
deskriptiven als auch mit den analytischen Methoden der Statistik, wobei deren Auswahl
durch die Anwendungen in der Medizin bestimmt ist. Spezifische Fragestellungen aus
der medizinischen Forschung haben dariiber hinaus zur Entwicklung eines Methoden-
spektrums gefiihrt, das iiber die Statistik selbst hinausgeht und somit auch der Biome-
trie ihr spezifisches Geprége gegeben hat.

In den folgenden Kapiteln wird zunéchst die Deskriptive Statistik behandelt (Kapitel
2). Kapitel 3 bringt dann eine kurze Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitsrechnung
und stellt insbesondere die Normalverteilung vor. Die beiden restlichen Kapitel 4 und
5 sind der analytischen Statistik gewidmet. Dabei werden —mit dem Ziel der Parame-
terschdtzung und des statistischen Testens von Nullhypothesen— Beziehungen zwischen
Stichproben und Grundgesamtheit hergestellt und deren Ergebnisse im Rahmen der
medizinischen Fragestellungen interpretiert.

1.2. Lehrangebote: Vorlesung, Ubung, Skript

Die bis hierher nur kurz angedeuteten Inhalte, die in den ”Ubungen zur Biomathe-
matik fiir Mediziner” zu vermittelt sind, ”haben es in sich”: Im Vergleich zu klinischen



Féchern wird hier eine sehr andere Sichtweise auf Vorgénge und Erscheinungen im medi-
zinischen Bereich vorgestellt und eingetibt. Statt genaue Analysen von Einzelfillen
vorzunehmen betrachtet man immer zugleich eine Vielzahl von Einzelféllen in ihrer
Gesamtheit. Auf diese Weise gelingt es héufig, Strukturen zu erkennen und Erkennt-
nisse zu gewinnen, die erst aus der grofieren Distanz heraus sichtbar werden koénnen.
Diese Distanzierung bedeutet aber zugleich auch: Abstraktion in der Denkweise und
Anwendung mathematischer Methoden.

Das Verstehen und das Eintiben solcher Sichtweisen und das Vertrautwerden mit mathe-
matischen Ansétzen in diesem Bereich erfordert erfahrungsgeméf viel Zeit, viele Beispiele
und wiederholte eigene Anwendung dieser Methoden. Aus diesen Griinden haben wir
gegeniiber fritheren Jahren nun wieder die Vorlesung im Horsaal eingefiihrt, da es
nur in dieser Form von Veranstaltung moglich ist, viel Zeit fiir eine grofle Zahl von
Studierenden zur Verfiigung zu stellen. Um trotzdem ausreichend Gelegenheit zur
Anwendung statistischer Methoden in kleineren Gruppen und -nicht zuletzt- fiir Nach-
fragen, Dialog und Diskussion zu geben, sind die Ubungen in Seminarrdumen -wenn
auch zeitlich reduziert- beibehalten worden. Als drittes Lehrangebot liegt Thnen hier
der erste Teil des Skripts zur Biomathematik vor. Als Begleittext zur Vorlesung und
zu den Ubungen hat es den Vorteil, den zu behandelnden Stoff nachlesbar prisentieren
zu kénnen, so dass man sich individuell auf den Text einrichten kann: Je nach Neigung
(und mathematischer Vorbildung) kann man die verschiedenen Abschnitte mit unter-
schiedlichen Schwerpunkten durcharbeiten. Um dies zu ermdoglichen, wurde versucht,
die wichtigsten Gedankengénge, Definitionen und Aussagen nicht nur in mathemati-
scher Terminologie, sondern —so weit wie moglich— auch verbal (und dennoch moglichst
prizise) wiederzugeben und teilweise auch graphisch zu veranschaulichen.

Vorlesung, Ubungen und Skript (oder irgendein anderer geeigneter Text: siehe Litera-
turanhang) zusammen sollten jede Studentin und jeden Studenten in die Lage versetzen,
sowohl die Klausuren zum Erwerb des Ubungsscheines zu bestehen als auch das nétige
Basiswissen und Grundverstdndnis fiir die Biometrie zu erwerben, um damit statis-
tische Gedankengénge und Argumentationen in der Medizin im Ansatz nachvollziehen
und beurteilen zu kénnen.

Auf die hier vermittelten Grundkenntnisse wird im 2. Klinischen Abschnitt im Rahmen
des Okologischen Kurses aufgebaut; dariiber hinaus aber werden sie insbesondere fiir die
Anfertigung einer eigenen, empirisch ausgerichteten Dissertation wieder bendtigt und
bilden dort ggf. die Basis fiir eine spezifische, themenbezogene biometrische Beratung.

Nachtrag zum Skript und Aufruf

Wir moéchten das Skript zur Biomathematik stédndig verbessern. Es soll in Sprache,
Form und Gestaltung so werden, dass es moglichst von allen Studierenden akzeptiert,
gelesen und verstanden wird. Auch inhaltliche Modifikationen sollten zu diesem Zweck
noch moglich sein. Um dies zu erreichen, sind wir auf Thre Mithilfe angewiesen: Sie
kénnen vermutlich am sichersten einschétzen, nach welchen Vorlagen Sie und Thre Mit-
StudentInnen am Besten lernen und verstehen kénnen.

Daher: wenn Sie gute Ideen zur Weiterentwicklung des Skripts haben und Lust und
Interesse, diese umzusetzen, dazu iiber das nétige handwerkliche Geschick verfiigen
(Textverarbeitung und Graphik am PC), haben Sie Gelegenheit, dies alles als Studen-
tische Hilfskraft an unserem Institut zu verwirklichen. Bitte melden Sie sich bald!
Schon im laufenden Semester kénnten weitere Teile des Skripts auch Thren Namen
tragen!



2. Deskriptive Statistik

2.1. Merkmale (GK 1.3)

Zur systematischen Beobachtung und Beschreibung von (zufélligem) Geschehen ist es
notig festzulegen, wen und was daran und mit welchem FErgebnis man beobachtet:

Als Merkmalstriager (oder auch Beobachtungsein-
heit, Fall, subject, case, unit) bezeichnet man das
"Subjekt”, an dem eine Beobachtung oder Messung
durchgefiihrt wird.

Beispiel: Patient, Blutprobe, Tag, Stenose, Station, Praxis, ...

Ein Merkmal (auch: Variable, Parameter, MefSgrife,
item, feature) ist eines von mehreren Aspekten, das
zur Beschreibung eines Merkmalstrigers oder von
”Ereignissen an einem Merkmalstréiger” dient.

Beispiel: Geschlecht, Beruf, Diagnose, Anzahl Lisionen, Grofle, Alter (jeweils: eines
Patienten), Riboflavin—Konzentration (einer Blutprobe), SO2-Gehalt (in Hannover am
Tag x), Durchmesser—Reduktion (einer stenosierten Koronararterie), Anzahl Kranken-
pfleger/innen (einer Station), Jahresumsatz (einer Firma).

Die Merkmalsausprigung ( Wert, value) ist der nu-
merische Wert oder der Begriff, der den aktuellen
Stand des Merkmals beschreibt, der Meffwert.

Beispiel: weiblich; akuter Infarkt; 3 (Lésionen); 176 (cm); 54 (Jahre); 15 (u/cem); ...
In Statistik-Progammsystemen werden die Daten in Form einer Rechteckdatei ange-

ordnet. Darin werden die einzelnen Zeilen durch die Merkmalstriger und die Spalten
durch die Merkmale gebildet (siehe Abb. 2.1).

Einteilung der Merkmale

Je nach Art der Beobachtung wird das Ergebnis einer Messung auf ganz unter-
schiedlichen Skalenniveaus festgehalten und kann z.B. (s.0.) ” akuter Infarkt” oder auch
70.3 (mg/ccm)” heiflen. Man unterscheidet die Merkmale nach den Skalenniveaus, auf
denen sie gemessen werden:

Qualitativ versus Quantitativ:

Ein qualitatives Merkmal (auch "nominal” oder ”kategoriell”
genannt) hat begriffliche, nicht-numerische (oder eben ” quali-
tative”) Merkmalsauspragungen. Jede der theoretisch moglichen
Merkmalsauspragungen bildet eine Kategorie. Die einzelnen Ka-
tegorien miissen in keiner Beziehung zueinander stehen (insbeson-
dere also nicht geordnet sein).
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Abbildung 2.1: Beispiel einer Rechteckdatei

Beispiel eines qualitativen Merkmals:
” Erste auftretende Nebenwirkung” bei einem Patienten, mit den Kategorien ”Keine”,
»Ubelkeit”, ” Kopfschmerz” und ”Sonstige”.

Quantitative Merkmale haben numerische Merkmalsauspri-

gungen.

Beispiele quantitativer Merkmale:

” Anzahl der Nebenwirkungen” bei einem Patienten, mit den mdglichen Ausprigungen
0,1,2,3,...; systolischer Blutdruck in mmHg; Anzahl Kinder; Kérpertemperatur in
°Celsius etc.

Wichtig ist dabei, dass die numerischen Ergebnisse verschiedener Messungen die Beziehun-
gen der jeweiligen Zahlen zueinander (zumindest teilweise) ”erben”:

73" sind mehr als ”2” Nebenwirkungen (”ordinal”, s.u.)
39° Fieber ist 1° hoher als 38° Fieber (man darf Differenzen bilden: ”Intervallskala”).

74" Kinder sind doppelt so viel wie ”2” Kinder (man darf Quotienten bilden: ”Ratio-
nalskala” . Siehe auch GK Med. Psychologie u. Soziologie).

Ordinal sind solche Merkmale, deren Auspriagun-
gen in eine ”natiirliche” Reihenfolge gebracht werden
koénnen.




Alle quantitativen Merkmale sind ordinal.

Qualitative Merkmale konnen ordinal sein.

Beispiel: Schmerzintensitdt mit den Kategorien ”keine”, ”leichte”, ”starke” Schmerzen.

Anmerkung: In der Datenverarbeitung werden héufig auch qualitative und ordinale
Merkmalsausprigungen numerisch gespeichert, z.B. 1 ="ménnlich”, 2 = "weiblich”.
Den numerischen Werten sind ” Werte—Etiketten” oder ” Value-Labels” zugeordnet. Die
Zuordungsregel wird als ”Schliissel” oder ”"Kodierung” bezeichnet. Das Merkmal bleibt
trotz der Kodierung natiirlich qualitativ bzw. ordinal, da die Merkmalsausprigungen
zwar mit Zahlen versehen sind, nicht aber deren Eigenschaften tragen.

Beispiel (Abb. 2.2):
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Abbildung 2.2: Kodierung eines qualitativen und eines ordinalen Merkmals

Eintetlung quantitativer Merkmale:

Bei diskreten Merkmalen sind nur endlich viele (oder
abzihlbar viele) Werte moglich.

Bei stetigen Merkmalen sind —h#&ufig nur in einem
bestimmten Intervall- alle reellen Zahlen als Merk-
malsausprigung moglich.

Aufgrund der Grenzen der Genauigkeit jedes Messvorganges sind auch stetige Merk-
male, wenn sie zusammen mit der Menge der moglichen Messergebnisse gesehen werden,
diskret (mit z.B. den Werten 0.0, 0.1, 0.2, ... bei Messgenauigkeit 1/10). Dennoch
macht es Sinn, zwischen diskreten und stetigen Merkmalen zu unterscheiden, da sie
in der deskriptiven wie auch spéter in der analytischen Statistik oft unterschiedlich
bearbeitet werden.

2.2. Ordnung der Beobachtungen (Eindimensionale Hiufigkeitsverteilungen;
GK 2.1)

Die einfachste Situation, in der man sich {iber eine gréfilere Anzahl von Daten einen
Uberblick verschaffen will, liegt dann vor, wenn man sich zunéchst fiir die Werte nur
eines Merkmales interessiert:



2.2.1. Statistische Beschreibung diskreter und qualitativer Merkmale

Zu jeder moglichen Auspriagung (Klasse) des Merkmals wird die Anzahl der Einzel-
beobachtungen bestimmt, welche diese Ausprigung haben:

Die absoluten Hdufigkeiten einer Klasse sind die
Anzahl der Fille der Stichprobe, die in diese Klasse
fallen.

Beispiel: In einer Untersuchung mit 57 weiblichen und 12 ménnlichen Patienten sind
7577 und 712”7 die absoluten Haufigkeiten fiir die Klassen ”weiblich” bzw. ”mé&nnlich”
des Merkmales ” Geschlecht”.

Ein Bezug zur Gesamtheit aller Beobachtungen wird dadurch hergestellt, dass man
durch die Anzahl aller Beobachtungen —meist mit "n” bezeichnet— dividiert:

Die relativen Hdufigkeiten einer Klasse sind deren
absoluten H#ufigkeiten, dividiert durch die Anzahl
der Beobachtungen. Diese werden hiufig auch in %

angegeben.

Beispiel: Bei 16 weiblichen und 19 méannlichen Patienten ist die Gesamtzahl der Fille
n = 35. Die relativen Haufigkeiten sind daher % = 0.457 = 45.7 % fiir ”weiblich” und

% = 0.543 = 54.3 % fiir "ménnlich”.

Anmerkung: Es kommt vor, dass in einer Stichprobe ein oder mehrere Merkmale nicht
in allen Fillen erboben werden konnen: es gibt ” fehlende Angaben (” Missings”). Dann
kann man die absolute Haufigkeit entweder auf die Gesamtzahl aller Félle beziehen oder
nur auf die Anzahl der (fiir das jeweilige Merkmal) giiltigen Fille. Statistikprogramme
berechnen meistens beide Versionen.

Beispiel aus einer Untersuchung mit 35 giiltigen und 3 fehlenden Angaben zum Geschlecht
(Abb. 2.3):

Geschlecht
Frequency [ Percent | Valid Percent
Valid mannlich 19 50.0 54.3
weiblich 16 42.1 45.7
Total 35 92.1 100.0
Missing ~ System 3 7.9
Total 38 100.0

Abbildung 2.3: Haufigkeiten bezogen auf alle bzw. auf alle giiltigen Féille

Vollstéindiges Beispiel zur Ordnung der Beobachtungen:
Aufnahmediagnose von n = 19105 Aufnahmen an der MHH (siehe Tab. 2.1).



Merkmal: ICD Klassifikation (Internationale Klassifikation der Krankheiten)
Merkmalsauspriagung Absolute Relative
Code/Wert/ | Value Label, ” Werte-Etikett” Héaufig- Haufigk.
Kategorie keit hi(%)
Nt (k) w | = oo
1 Infektitse u. parasitdre Krankheiten ny =1979 | h1 =104 %
2 Neubildungen 2516 13.2 %
3 Endokrinopath., Erndhr.- u. Stoffwechselkr.,St.d.Immunsyst. 657 34 %
4 Krankht.des Blutes u.d. blutbildenden Organe 486 2.5 %
5 Psychiatrische Krankheiten 2454 128 %
6 Krankht. des Nervensystems u. d.Sinnesorgane 1218 6.4%
7 Krankht. d. Kreislaufsystems 2647 13.8%
8 Krankht. d. Atmungsorgane 629 3.3%
9 Krankht. d.Verdauungsorgane 1048 5.5%
10 Krankht. d. Harn-u.Geschlechtsorgane 948 5.0%
11 Komplik.d.Schwangerschaft, bei Entbind.imWochenbett 1 0.0%
12 Krankht.d.Haut u.d.Unterhautzellgewebes 102 0.5%
13 Krankht. d. Skeletts,d. Muskeln u.d.Bindegewebes 529 2.8%
14 Kongenitale Anomalien 93 0.5%
15 Bestimmte Affektionen, d. i. Urspr. i.d. Perinatalzeit haben 6 0.0%
16 Symptome u.schlecht bezeichnete Affektionen 710 3.7%
17 Verletzungen u. Vergiftungen 3082 16.1%
Summe: 19105 100.0 %

Tabelle 2.1: Haufigkeitstabelle: Aufnahme nach ICD-Klassifikation

2.2.2. Statistische Beschreibung ordinaler qualitativer und diskreter quan-
titativer Merkmale

Bei diesen Merkmalen sind die Kategorien bzw. deren Werte geordnet, z.B. das Merk-
mal Bewertung der Bedeutung der Biomathematik im Studium, siehe (Abb. 2.3): (1:
unnotig) < (2: weniger wichtig) < (3: wichtig) < (4: unbedingt notwendig).

Man bildet dann zusétzlich zu den relativen Haufigkeiten der einzelnen Kategorien
die absoluten Summenhdufigkeiten bis zu den einzelnen Kategorien:

N = Anzahl der Beobachtungen bis zur Kategorie k

= Ny +no+...+ng

die relativen Summenhdufigkeiten bis zu den einzelnen Kategorien:

Anzahl der Beobachtungen bis zur Kategorie k

He = Anzahl aller Beobachtungen
T on
ny +ng+...+ng

n

Beispiel: Auszihlung aus Fragebogenaktionen bei MHH-Studenten in Biomathe-
Unterricht aus verschiedenen Jahrgéngen und graphische Darstellung der absoluten
Haufigkeiten (Abb. 2.4):

Man kann aus der letzten Spalte dieser Tabelle (” Cumulative Percent” = ” Relative
Summenhdufigkeit in Prozent”) z.B. ablesen, dass 71.8 % der befragten StudentInnen
die Biomathematik als unnétig oder weniger wichtig einstuften (also 28.2 % sehen sie
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Abbildung 2.4: A: Relative Summenhéufigkeiten B: Balkendiagramm

als wichtig oder sogar unbedingt notwendig an), und 96.4 % bewerteten sie mit einer
der Kategorien 1, 2 oder 3. Die absolute Summenhdufigkeit wird in dieser Auswertung
nicht ausgedruckt. Wie lauten die absoluten Summenhé&ufigkeiten bis zu den Kategorien
1,2,3und 47

Bei quantitativen Merkmalen sind die einzelnen Kategorien durch numerische Werte
charakterisiert. Man bildet dann in der gleichen Weise fiir jeden moglichen Wert x
(z.B. ”Anzahl Kinder” : z = 1,2,3,...) die (absoluten und) relativen Summenh&u-
figkeiten ” bis zum Wert . Dadurch erhilt man eine mathematische Funktion der
madglichen Merkmalswerte und nennt sie die Kumulative Verteilungsfunktion F(z) des

Merkmals:
_ Anzahl der Beobachtungen < x

F(z) = (2.1)

Anzahl aller Beobachtungen

Die kumulative Verteilungsfunktion an der Stelle z
gibt die relative Anzahl der Beobachtungen bis zum
Wert x an.

Im folgenden Beispiel wurden durch die MHH-Unfallforschung 1000 Verkehrsunfélle
analysiert. Die ” Anzahl beteiligter Personen” als diskretes quantitatives Merkmal weist
dabei folgende Verteilung auf (siche Tabelle 2.2).

Die graphische Darstellung der Verteilungsfunktion ist in Abb. 2.5 dargestellt.

Man kann aus der kumulativen Verteilungsfunktion z.B. unmittelbar ablesen, dass die
Anzahl der Unfélle mit einer Person bei 17 % lag, mit Beteiligung von 1 oder 2 Personen
aber bereits bei 65 % usw. Zugleich fillt auf, dass der maximale Wert der Anzahl
beteiligter Personen 29 war.

2.2.3. Statistische Darstellung stetiger Merkmale

Klasseneinteilung und Histogramm

Bei stetigen Merkmalen kommt eine Héufigkeitsauszidhlung der einzelnen Werte nicht
in Betracht, da es zu viele verschiedene Einzelwerte gibt. Man hilft sich wie folgt:
Der Wertebereich wird in Intervalle (Klassen) eingeteilt. Zu jedem Intervall werden
dann die relativen Hdufigkeiten dieser Klassen gebildet.




Anzahl beteiligter Personen
Cumulative
Frequenoy [ Percent |Walid Parcent Fereent

alid A 166G 16 .G 166 16.6
2 4749 479 479 G645
] 194 19.4 19.4 2240
4 T2 7.2 T3 a1.2
5 47 4.7 4.7 a5.9
G 19 148 149 ara
7 11 1.1 1.1 az.9
g 4] R ki) 9.4
=] 1 A A a9.5
10 q 4 4 a9.9
29 1 A A 100.0

Total 1000 100.0 100.0

Tabelle 2.2: Anzahl der am Unfall beteiligten Personen

Eine graphische Darstellung erfolgt durch zusammenhdingende Sdulen tiber den Inter-
vallen. Achtung: wenn die gewihlten Klassenbreiten nicht alle identisch sind, darf man
die Hohe der Séulen nicht proportional zu den relativen Haufigkeiten wihlen! Dadurch
wiirden die gréfieren Klassenbreiten begiinstigt. Stattdessen wahle man:

Relative Haufigkeit der Klasse

ohe der Séule Breite des Intervalls

Stellt man die Gleichung um, so folgt daraus:

Relative Haufigkeit der Klasse = Hohe der Sdule x Breite des Intervalls
= Fléche der Saule
D.h.:

die Fldchen der Sdulen entsprechen den relativen Hdu-
figkeiten.

Die Bildung von Histogrammen hat den Vorteil, dass diese die Verteilung der aufge-
tretenen Werte eines Merkmales intuitiv leicht nachvollziehbar wiedergeben. Sie hat
aber auch Nachteile:

e Informationsverlust: Durch die Klassenbildung wird die Verteilung der aufgetrete-
nen Werte nicht mehr vollsténdig dargestellt.

e Willkiir in der Klasseneinteilung: Das Histogramm héngt wesentlich von der
gewdhlten Klasseneinteilung ab.
Als Faustregel fiir die Anzahl K der zu bildenden Klassen (bei identischen Klassen-
breiten) wird in der Literatur angegeben:

K~ Vn fiir n < 1000
T\ 10 lgn fiir n > 1000

Beispiele hierzu siche Abb. 2.6.
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Kumulative Verteilungsfunktion
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Abbildung 2.5: Anzahl der am Unfall beteiligten Personen

Histogramm: Histogramm: Histogramm:
Leukozytenzahl bei Tumorpatienten Loukozytenzahl bei Tumorpatienten Leukozytenzah| bel Tumorpatienten

i MIII

o100

1000-1100

BT 5 H 3 i
"""""" { L

200 Klassen bei n=417 Fillen 20 Kl. bei n = 417 Féllen (/417 ~ 20)4 Klassen bei n=417 Beobachtungen
Abbildung 2.6: Unterschiedliche Klassenbreiten

(Empirische) kumulative Verteilungsfunktion

Sie ist wie fiir diskrete Merkmale definiert, siche (Gleichung 2.1), jedoch kénnen
die auftretenden Merkmalswerte x jetzt jeden numerischen Wert (meist: in einem
bestimmten Intervall) annehmen. Im Extremfall tritt kein Wert mehrfach (d.h. bei
mehr als einer Beobachtungseinheit der Stichprobe) auf . Dann macht die kumulative
Verteilungsfunktion bei jedem beobachteten Messwert einen Sprung der Hohe % All-
gemein ist die Sprunghohe an der Stelle x gleich %, wenn genau k Fille den Wert x
haben. Zwischen je zwei benachbarten beobachteten Messwerten bleibt sie konstant.

Beispiel 1:
Ostrogenwerte bei n = 10 Patienten, bereits geordnet: 1, 4, 5, 5, 6, 6, 7, 8, 8,10
(Abb. 2.7):
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Kumulative Verteilungsfunktion:
Ostrogene bei Tumorpatienten

1.00

0.50

Anteil Falle < x

0.00 'S 8 & 8 TR R Ly
0 5 10 15 X 20

X: (Gesamt-Ostrogen)

Abbildung 2.7: Kumulative Verteilungsfunktion fiir n=10 Beobachtungen

Beispiel 2: Leukozytenzahl bei n=417 Tumorpatienten. Die hier dargestellten Daten
sind mit denen der Histogramme (s.o.) identisch (Abb. 2.8):

Kumulative Verteilungsfunktion:
Leukozytenzahl bei n=417 Tumorpatienten

1.00
S 0.90
< raad
§ os0
3 070 /r
¥ 0.0 s
- r
H 0.50 7
g 0.0 a
£ 7
2 030 7
& £
= 0.20 £
2 ra
£ o0 7

7, |
0.00 IVi\N n n n n n n n n n n n
0 000 10000 15000 X 20000
X: L?u kozytenzahl

Abbildung 2.8: Kumulative Verteilungsfunktion fiir n=417

Hieraus ist z.B. abzulesen, dass 50 % der Patienten einen Wert bis zu etwa 7800 hatten,
und 5 % einen Wert < 4200.

2.3. Statistische Kenngroflen einer Verteilung

In vielen Zusammenhéngen interessiert nicht die vollstindige Haufigkeitsverteilung eines
Merkmals; es reicht dann, die Verteilungen durch eine oder wenige Kenngrifien zu
charakterisieren. Die wichtigsten Charakteristika der Verteilung eines quantitativen
Merkmals beziehen sich dabei auf deren Lage und ihre Gestalt. Die Gestalt wiederum
kann durch die Strevung und durch ein Ma$ fiir eine etwaige Unsymmetrie der Verteilung
beschrieben werden.
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2.3.1. Kenngroflen, die aus der kumulativenVerteilungsfunktion F(z) ables-
bar sind

Definitionen. Die kumulative Verteilungsfunktion F'(x) gibt die relative Haufigkeit
der Falle mit Werten < x an. Ist beispielsweise fiir das Merkmal ” Kérpergréfle in cm”
F(172) = 0.5 = 50 %, so sind genau 50 % der gemessenen Personen < 1.72 m grof}: In
diesem Sinne ist dann 1.72 m die ”Mitte” der Beobachtungen und wird als ” Median”
der Verteilung bezeichnet. Allgemeiner definiert man:

e Lagemajfle:

Median: Der erste Wert z, fiir den F'(x) > 0.5 ist.

Unteres Quartil (= 25%—Quantil): Der erste Wert z, fiir den
F(z) > 0.25 ist.

Oberes Quartil (= 75%—Quantil): Der erste Wert z, fir den
F(z) > 0.75 ist.

g—Quantil: Der erste Wert z, fiir den F(x) > q ist, speziell z.B.:
95%—Quantil: Der erste Wert z, fiir den F'(z) > 0.95 ist.
Minimum: Kleinster beobachteter Wert.

Maximum: Grofiter beobachteter Wert.

e Streumafle:

Quartilsabstand: Differenz zwischen oberem und unterem
Quartil.

Spannweite (Range): Differenz zwischen Maximum und Mi-
nimum.

Alle Definitionen werden in der folgenden Abbildung 2.9 erlédutert. In dieser Graphik
wird noch einmal die kumulative Verteilungsfunktion der Leukozytenzahl bei n=417
Patienten der Abbildung 2.8 zugrundegelegt (Abb. 2.9):

Beispiele und Anwendungen

Beispiel 1
Grofle- und Gewichtsverteilungen von MHH-StudentInnen sind in den beiden Graphiken
der Abb. 2.10 kumulativ dargestellt.

Interpretation: Fiir Koérpergrofle und -gewicht sind die Verteilungsfunktionen fiir Stu-
dentinnen und Studenten auf den ersten Blick in ihrer Gestalt ”#hnlich”. Beziiglich
der Lage gibt es in beiden Fillen eine Rechtsverschiebung (also eine Verschiebung zu
grofieren Werten) bei den Studenten.

L&t sich dieser Eindruck numerisch belegen? Man lese dazu die statistischen Kenn-
grofen der kumulativen Verteilungsfunktion (so gut wie mdoglich) ab und vergleiche

nach Tabelle 2.3.
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KenngroBen einer kumulativen
Verteilungsfunktion
1.00 p————
o
-
0.75 et
~
I
f
0.50 ol
T
g
/
0.25 f‘f
P
o
0.00 T ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 5000 10000 15000 20000
Lg::::f Qu::teifsi::stand g?::: o

Abbildung 2.9: Kumulative Verteilung der Leukozytenzahl

Kenngrofle

Korpergrofie in cm

Student-

innen

Studenten

Vergleich
(Diff.)

Kenngrofle

Korpergewicht in kg

Student-

innen Studenten

Vergleich
(Diff.)

Median

Median

Unteres Quartil

Unteres Quartil

Oberes Quartil

Oberes Quartil

95%-Quantil

95%-Quantil

Minimum Minimum
Maximum Maximum
Quartilsabstand Quartilsabstand
Range (Range)

Tabelle 2.3: Korpergrofle und Gewicht bei Studentinnen und Studenten

Beispiel 2

o Welches ist in Tabelle 2.2 und Abb. 2.5 der Median der Anzahl der am Unfall

beteiligten Personen?

e Wie éndert sich der Median, wenn an dem einen Unfall statt 29 nur 9 Personen
beteiligt gewesen wiren?

Graphische Darstellungen.
beteiligten Personen) war der Wert 729” im Vergleich zu den anderen Werten offenbar
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Kumulative Verteilungsfunktion: Kumulative Verteilungsfunktion:
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Abbildung 2.10: Kumulative Verteilungen fiir Studentinnen und Studenten

sehr extrem, ein ” Ausreiler”. Was ist ein Ausreifier?
Die folgende Definition wird benutzt, wenn man als graphische Darstellung einer Verteilung
den ”Boxplot” benutzt:

Ein Ausreifler ist ein Wert, der mehr als 1 1/2 Léngen
des Quartilsabstandes oberhalb des oberen oder unter-
halb des unteren Quartils liegt.

Im Boxplot werden alle bisher besprochenen statistischen Kenngréien und besondere
Einzelwerte (incl. ” Ausreifier”) auf einen Blick dargestellt (Abb. 2.11).

Boxplot

Anzahl der am Unfall beteiligten Personen
30

o fr

10

“Kleinster Nicht-AusreiR3er

0| Unteres Quartil

Abbildung 2.11: Definition des Boxplots an Hand des Beispiels der Unfallstudie
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e Die oberen und unteren Rander der ”Box” werden durch das obere und untere
Quartil gebildet.

e Die horizontale Linie innerhalb der Box ist der Median (im oberen Beispiel iden-
tisch mit dem unteren Quartil).

e Die oberen und unteren ” Antennen” geben die Werte des groiten und des klein-
sten ” Nicht-Ausreiflers” wieder.

e Die Ausreiflerwerte selber werden einzeln als Punkte dargestellt.

Im hier dargestellten Beispiel ist der Median (= 2) identisch mit dem unteren Quartil
(man iiberpriife das auf Grund der Daten von Abbildung 2.5!). Das obere Quartil hat
denWert 3. Der Quartilsabstand betréigt demnach 1. Anderthalb mal Quartilsabstand
vom oberen Quartil nach oben bedeutet: 3 + 1.5 x 1 = 4.5. Werte oberhalb 4.5 sind
nach dieser Definition also bereits Ausreifier! Man sieht, dass diese Ausreiflerdefinition
fiir unsymmetrische Verteilungen offenbar nicht gut geeignet ist. Durch den Boxplot
wird aber gerade diese Unsymmetrie (relativ hiufiges Auftauchen extremer und sehr

extremer Werte in nur einer Richtung) anschaulich aufgedeckt.
Weiteres Beispiel (Abb. 2.12):

Boxplot

Pulsschlag. 1. Messung

M= 241 gt
mannlich weaiblich

Geschlecht

Abbildung 2.12: Pulsschlag bei 479 MHH-Studentinnen und Studenten

Aus dieser Darstellung geht hervor, dass bei den Studentinnen der Pulsschlag im Me-
dian um etwa 6 Schlige hoher lag als bei den Studenten (76 versus 70 /min). - Gibt
es eine physiologische Erklarung dafiir?

Die Streuung, gemessen am Quartilsabstand (oder auch am Range), ist bei den Stu-
dentinnen kleiner als bei den Studenten.

2.3.2. Kenngroflen, die ohne vorherige Ordnung der beobachteten Werte
berechenbar sind

Mittelwert
Beispiel: In einer Monty Python -Szene sorgt Robin Hood fiir Gerechtigkeit: Er
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tiberfillt eine Postkutsche, sammelt von allen Mitfahrern deren Bargeld ein und verteilt
den Gesamtbetrag wieder, nun aber fiir jeden der Mitfahrer zu gleichen Teilen. Wieviel
erhilt dann jeder, wenn die 6 Mitfahrer vorher folgende Betrédge hatten: 10, 140, 42,
100, 108, und 2000 Dukaten ?

Losung: Gesamtsumme = 10 + 140 + 42 4 100 4+ 108 + 2000 = 2400 Dukaten.
GleichméBige Verteilung auf 6 Personen ergibt 2400/6 = 400 Dukaten fiir jede Person.

Definition:

Die Summe der Einzelwerte, dividiert durch deren Anzahl,
ist der Mittelwert der Einzelwerte.

Allgemeine Bezeichnungen und Definition

1. Die Merkmale werden im Folgenden allgemein mit Groffbuchstaben wie X,Y, .. .bezeichnet.

2. Wird ein Merkmal X der Reihe nach an den Beobachtungseinheiten Nr. ¢ =
1,2,...,n gemessen, so werden die Merkmalswerte in der Reihenfolge ihrer
Beobachtung indiziert und mit kleinen Buchstaben bezeichnet: x1,xs, ... 2y,

Beispiel (Tabelle 2.4):

Merkmal X: Bargeld
Beobachtungs- | Bezeich- Wert der
einheit Nr. (i) | nung Beobachtung

1 T 10

2 ) 140

3 3 42

4 T4 100

5 x5 108

6 T6 2000
Anzahl: n=6; Summe: 2400
Mittelwert: (S22me) 220 = 400

Tabelle 2.4: Mittelwert

Aus den Beobachtungswerten x1, 2o, . . . T, eines Merkmals X bildet man als Lagemafs
seiner Verteilung den Mittelwert T :

8
I

7 kann in mehrfacher Weise anschaulich interpretiert werden:

1. (Durchschnitt): Sollen alle Beobachtungswerte identisch sein, ohne dass sich die Summe
der Werte dndert, miussen alle Werte gleich dem Mittelwert sein.
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2. (Schwerpunkt): Befestigt man an einem gewichtslosen und mit einer numerischen Skala
versehenen Stab an den Stellen z1, z2, . . . x, jeweils eine Kugel mit demselben Gewicht,
so bleibt der Stab im Gleichgewicht, wenn man ihn an der Stelle T unterstiitzt.

3. (Kleinste quadratische Abweichung): Man wéhle probehalber irgendeinen Wert p und
bilde die quadrierten Abweichungen der beobachteten Werte x; von p und deren
Summe S(p):

Variiert man den probeweise gewéhlten Bezugswert p, so ergibt sich folgende Beziehung
(siehe folgende Abb. mit den Stichprobenwerten aus Beispiel 1):

Summe der quadratischen Abweichungen
der x-Werte vom

300.00

bl

200.00

100.00 [

Der Mittelwert minimiert die Summe der quadratischen Abweichungen.
Die Summe der Abweichungsquadrate, S(u), ist am kleinsten, wenn man fir den

Bezugswert p den Mittelwert T einsetzt.

Streuung

Im Beispiel Monty Python gab es vor dem Einsatz von Robin Hood unterschiedlich
starke Abweichungen der Einzelwerte vom Mittelwert. Um dies zu quantifizieren, bildet
man die einzelnen quadratischen Abweichungen vom Mittelwert. Dadurch werden Ab-
weichungen nach oben und nach unten gleichbehandelt (Tabelle 2.5):

Merkmal X: Bargeld
Bezeich- Abweichung Quadrat.Abw.
Beobachtungs- | nung Wert der | v. Mittelwert v. Mittelwert
einheit Nr. (i) | () Beobachtung z;—T (z;—7)?
1 1 10 -390 152100
2 ) 140 -260 67600
3 x3 42 -358 128164
4 T4 100 -300 90000
5 x5 108 -292 85264
6 T6 2000 1600 2560000
Anzahl: n=6; Summe: 2400 0 3083128
Mittelwert: (Stmme): | 7 =240 — 400 s; = 3083128 — 616625.6

Tabelle 2.5: Berechnung von Mittelwert und Varianz

n
Die durchschnittliche quadratische Abweichung vom Mittelwert ist gleich % S (x; —T)2.

1=
Geht man davon aus, dass der Mittelwert T ”zufallsabhéngig” ist und daher in

18
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von einem hypothetischen "richtigen” Wert (siehe ” Analytische Statistik”) abweicht,
so ist die durchschnittliche quadratische Abweichung von diesem ” richtigen” Wert also
eher etwas grofer als die von T. Man dividiert daher nur durch (n — 1) statt durch
n und nennt das Ergebnis die Varianz s2 (mittlere quadratische Abweichung)

von X:

(1 —T)2 4 (22 —T)2 + ...+ (2, — T)

[\

Durch Wurzelbildung kommt man wieder in die ur-
spriingliche Skala von X und erhélt damit ein Maf
fiir die Streuung s, (Standardabweichung):

Sy = 52

Im obigen Beispiel ist die Standardabweichung s; = \/3 = /616625.6 = 785.255.
Dieser grofle Wert fiir die Streuung kommt wesentlich durch einen Extremwert (zg =
2000) zustande. Dieser Einzelwert bringt auch den Mittelwert sehr hoch. Dies wird
durch die kumulative Darstellung der Verteilung verdeutlicht (Abb. 2.13):

Mittelwert und Median
1.00
[
Qo
]
=
c 0O 0.75
2 x T
S |
o 3 0.50 f
a |
32
§: g 0.25
E "
o
€ 0.00 &4
0 00 1000 1500 2000
X—>
Bargeld [Dukaten]
Median X

Abbildung 2.13: Mittelwert und Median einer rechtsschiefen Verteilung
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Man iberlege:

e Wie dndern sich Mittelwert und Streuung, wenn aus dem Extremwert xg = 2000
der Wert xg = 200 wird? (Bei der Streuung muss man komplett neu rechnen).

e Wie dndern sich in diesem Fall Median und Quartilsabstand?

e Soll man nun also als Lage- und Streumaf einer Verteilung lieber Mittelwert und
Streuung nehmen oder Median und Quartilsabstand?

Hinweise:

1. Die eben dargestellte Verteilung ist “rechtsschief”: Extreme und sehr extreme
Werte kommen (nur bzw. dberwiegend) zur rechten Seite hin vor.
Diese Rechtsschiefe hat u.a. zur Folge, dass der Mittelwert deutlich grifier ist als
der Median.

2. Sind die Werte x; um ihren Mittelwert herum zur positiven wie zur negativen Seite
hin "etwa gleich” verteilt (wenn also die Spiegelung aller Werte am Mittelwert
die Verteilungsfunktion nicht wesentlich veréndert), so spricht man von einer
symmetrischen Verteilung.

3. In vielen Féllen kann man aus einer rechtsschiefen Verteilung (wenn dort nur
positive Werte vorkommen) eine symmetrische Verteilung erhalten, wenn man
alle Beobachtungswerte logarithmiert.

Als Beispiel hierzu wieder das Monty Python-Beispiel (Abb. 2.14):

Mittelwert und Median
nach logarithmischer Transformation
1.00 .
L]
]
[ |
X 075 !
S Vv
S o~
3 T
o o 050
n_ f
g 8 o2s
; | (—
1S
0.00 y
2 3 4 5 6 7 8
X—>
_  log(Bargeld)
X
Median

Abbildung 2.14: Mittelwert und Median einer symmetrischen Verteilung

FEine Unsymmetrie ist kaum noch zu erkennen; Mittelwert und Median sind fast
identisch.

Um eine etwaige Abweichung von der Symmetrie genauer zu definieren, fithrt man als
weitere Kenngroflie einer Verteilung deren Schiefe «y ein:
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(x1—2)3+(x2—2)3+.. 4 (xn—7)3

v o= 8’%
n
DICELS
i=1

Aus der Definition folgt:

1. Die Definition ist unabhdingig von der gewdihlten Skala des Merkmals X und kennzeich-
net daher nur die Form der Verteilung. (Mifit man z.B. die Korpergréfie in ¢m statt
in m, so werden alle Werte z; mit 100 multipliziert, aber wegen der Division durch s>
bleibt « unveréndert).

2. Je nach den Mefiwerten x; kann v positiv oder negativ sein.

3. Uberwiegen in einer Verteilung unter den mittleren und insbesondere unter den ex-
tremen Abweichungen vom Mittelwert deutlich die positiven Abweichungen, so wird
v > 0 . Die Verteilung wird dann rechts—schief genannt. Im umgekehrten Fall heifit
die Verteilung links—schief . Aus einer graphischen Darstellung ist eine Verteilung mit
z.B.y = 4+1 meistens, mit v = +2 immer leicht als rechts—schief zu erkennen.

4. Diese Eigenschaften des Unsymmetrie-Mafles « sind dadurch zu erkldren, dass in
deren Definition die Abweichungen vom Mittelwert kubisch (mit der 3. Potenz) in
die Berechnung eingehen. Dadurch fallen extreme Abweichungen ganz wesentlich ins
Gewicht, wobei auch noch das Vorzeichen berticksichtigt wird.

Beispiel fiir eine Verteilung mit ausgepréigter Dominanz einer positiven Abweichung.
Die Schiefe dieser Verteilung ist v = 1.03 :

Darstellung der Funktion der
kubischen Abweichungen von x

1000 T
i
!
500 [ i
i
!
0 ’,Y
L
1
|
-500 [ :
|
i
_1000...||||..|..1.||... x
0 5 10 15 20

Die Abweichungen gehen kubisch und mit ihrem Vorzeichen in die Berechnung ein
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Beispiel fiir die Berechnung der Kenngroflen einer Verteilung:

Beob. | Wert
Nr. (i) x| (2 —2) | (25 —2)% | (2 — 2)°
1 4 -2 -8
2 5 -1 1 -1
3 6 0 0
4 1 -5 25 —125
5 10 4 16 64
6 7 1 1 1
7 6 0 0 0
8 5 -1 1 -1
9 8 2 4 8
10 8 2 4 8
Summe: 60 0 56 —54
n = 10
60
T = 0= 6
9 56
So = G = 6.222
sz = V6.222 = 2.4944
71_5())4
V= S ioaB = —.34793
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2.4. Zweidimensionale Hiufigkeitsverteilungen (GK 2.2)
2.4.1. Kontingenztafeln

Einfithrung. In einer klinischen Studie wurden Patienten nach Zufallszuteilung (”Ran-
domisation”) entweder mit einer niedrigen oder mit einer hohen Dosis eines Medika-
mentes behandelt. Neben dem Behandlungsergebnis interessierte u.a. auch das Auftreten
von Nebenwirkungen.

Ergebnis (Tabelle: 2.6):

Merkmal X: Dosis Merkmal Y: Nebenwirkungen
Héaufigkeit Haufigkeit
Auspriagung | absolut | relativ Auspriagung | absolut | relativ
1=niedrig 184 | 51.3 % 1=nein 292 | 81.3 %
2=hoch 175 | 48.7 % 2=ja 67 | 18.7 %
Total 359 | 100 % Total 359 | 100 %

Tabelle 2.6: Zwei 1-dimensionale Verteilungen

Kann man daraus schlielen, dass das Auftreten von Nebenwirkungen etwas mit der
Hohe der Dosis zu tun hat? Offenbar nicht, denn die 67 Patienten mit Nebenwirkun-
gen konnten z.B. alle aus der Niedrig- oder alle aus der Hochdosisgruppe stammen;
wahrscheinlicher ist eine Mischung.

Um Néheres zu erfahren muss man die Daten erneut auszéhlen und bei jedem Patienten
die Kombination beider Merkmale notieren (Abb. 2.15):

s EM Wwsa [Datn Trwwfoew Snohos Slajes Diephs LY

R =

5.

pﬂimt| dosis | nebermy |

el I = N U P O D]

= = T = N

—_
-
[=]

Abbildung 2.15: Wertekombinationen in einer Rechteckdatei
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Die Ergebnisse der Ausziahlung bringt man in eine 2-dimensionale Tabelle. Darin wer-
den die absoluten Haufigkeiten der Kombinationen der Werte der beiden Merkmale in
die 4 Zellen eingetragen (Tabelle 2.7):

Merkmal Y : Nebenwirkung eingetreten?
Merkmal X : | Kategorie Nr. | 1 = nein 2 = ja | Summe:
Verabreichte Dosis 1 = niedrig | 152 32 184
2 = hoch 140 35 175
Summe: | 292 67 359

Tabelle 2.7: Kreuztabelle: Absolute Hiufigkeiten

Man sieht jetzt: Von den 67 Patienten mit Nebenwirkungen waren 32 in der Niedrig-

und 35 in der Hochdosisgruppe.
Um endgiiltig vergleichen zu kénnen, bezieht man diese Zahlen noch auf die unter-

schiedlichen Gruppengrdif$en (relative Haufigkeiten innerhalb jeder Zeile) (Tabelle 2.8):

Merkmal Y : Nebenwirkung eingetreten?
Merkmal X : Kategorie Nr. | 1 = nein 2 = ja | Summe:
Verabreichte Dosis | 1 = niedrig 152 32 184
Zeilen-% 82.6% 17.4% 100%
2 = hoch 140 35 175
Zeilen-% 80.0%  20.0% 100%

Tabelle 2.8: Kreuztabelle: Absolute Haufigkeiten und Zeilen-Prozente

Die Nebenwirkungsrate war also mit 20 % in der Hochdosisgruppe (geringfiigig)
grofler als bei niedriger Dosis (17.4 %).

Allgemeine Darstellung.

Die 2-dimensionale Tabelle

Merkmal Y
Merkmal X | Kategorie Nr. | 1 2 Summe:
1|a b a+b
2| c d c+d
Summe: | a+c b+d n=a+b+c+d

mit der Auszihlung der Kombinationen der Werte zweier qualitativer Merk-
male X und Y nennt man eine Kontingenztafel oder Kreuztabelle.

Im hier behandelten Fall mit jeweils nur 2 Auspriagungen beider Merkmale spricht man

von einer 2 X 2-Kontingenztafel oder von einer Vierfeldertafel.

An den Réandern

der Tabelle findet man die 1-dimensionalen Verteilungen beider Merkmale wieder, die

sogenannten ” Randverteilungen”.

Die Kontingenztafel erméglicht Aufschliisse {iber den
Zusammenhang zweier Merkmale.

Dies wird im folgenden Abschnitt konkretisiert.
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2.4.2. Zusammenhangsmafle in Vierfeldertafeln

Relatives Risiko

Im obigen Beispiel wurden die Nebenwirkungsraten als Maf fiir das Risiko einer
Nebenwirkung berechnet (20 % versus 17.4 %). Das Verhéltnis beider Risiken:
% = 1.149, wird als relatives Risiko fiir Nebenwirkungen der Gruppe 2 im Vergleich
zur Gruppe 1 interpretiert. Allgemeiner:

RR — c/(c+d)
b/(a+b)
ist das relative Risiko fiir das Ergebnis 72” (2. Spalte) der Gruppe 2 im Vergleich zur
Gruppe 1.
Anmerkung;:

Die Kodierungen beider Merkmale sind willkiirlich. W&hlt man statt Tabelle 2.8 die
Darstellung Tabelle 2.9:

Merkmal Y : Nebenwirkung eingetreten?

Merkmal X : | Kategorie Nr. | 1 =ja 2 = nein | Summe:
Verabreichte Dosis l1=hoch |a=35 b=140 | 175
2 =niedrig | c=32 d=152 | 184

Tabelle 2.9: Kreuztabelle in anderer Kodierung

so ist das relative Risiko fiir Nebenwirkungen der Hochdosis- im Vergleich zur Niedrig-

dosisgruppe definiert als
RR= ¢ /(a+ )
c/c+d)
Wesentlich ist also immer der inhaltliche Bezug auf das interessierende ”Ereignis” (hier:
Nebenwirkung) und die Vergleichsgruppe (hier: Niedrig-Dosis).

Interpretation: Ein| RR von 1.0 |bedeutet: gleiche
Risiken in beiden Gruppen; | RR > 1.0 | bedeutet

hoheres, | RR<1.0 | niedrigeres Risiko im Vergleich

zur Bezugsgruppe.

Verhiltis der ”Chancen”: Odds Ratio. Wie stehen die Chancen fiir das Auftreten
einer Nebenwirkung fiir die Patienten der Therapiestudie?
Antwort nach der folgenden Tabelle (Tab. 2.10):

Merkmal Y : Nebenwirkung eingetreten?

Merkmal X : | Kategorie Nr. | 1 =ja 2 = nein | Summe:
Verabreichte Dosis 1=hoch |a=35 b=140 | 175
2 =niedrig | c=32 d=152 | 184

Tabelle 2.10: Tabelle zum Odds Ratio
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Die Chancen stehen 35 zu 140 in der Hochdosis- und 32 zu 152 in der Niedrigdosis-

gruppe. Um das Verhéltnis der Chancen beider Gruppen zu berechnen, bildet man:

35 zu 140 __ 35/140 __ 1.19
32 zu 152 — 32/152 —

Ergebnis: die Chancen in der Hochdosisgruppe sind 1.19 mal so hoch wie in der Niedrig-
dosisgruppe.

Das englische Wort fiir ”Chancen” ist "odds”, das Verhéltnis der Chancen heifit” Odds
Ratio” (OR).

Allgemeine Definition des Odds Ratios eines untersuchten Ereignisses in einer Risiko-
gruppe im Vergleich zur Kontrollgruppe:

Ereignis eingetreten?
ja nein
Risiko vorhanden? ja | a b
nein | ¢ d
OR — a/b _ax d
c/d bxc

Interpretation:

bedeutet "gleiche Chancen”, heifit ”erhohte”,
”erniedrigte Chancen” fiir das Eintreten des untersuch-
ten Ereignisses in der Risikogruppe im Vergleich zur Kontroll-

gruppe.

Anwendung: Fall-Kontroll-Studie.

In einer Studie {iber den plotzlichen Kindstod und seine méglichen Risikofaktoren
wurde die Datenerhebung retrospektiv am Ergebnis orientiert: man bildete die Gruppe
aller Fille in einem definierten Beobachtungszeitraum und notierte nachtréglich,
welche der interessierenden potentiellen Risikofaktoren vorhanden waren. Als Kon-
trolle diente eine Stichprobe von Kindern, bei denen kein plétzlicher Kindstod einge-

treten war.
Ergebnis beztiglich des Risikofaktors ”Rauchen” (Tabelle 2.11):

Plotzlicher Kindstod | Merkmal Y : Fall oder Kontrolle?
Merkmal X : | Kategorie | Fall Kontrolle
Rauchen wihrend der Ja | 86 1277
Schwangerschaft? Nein | 104 4643

Tabelle 2.11: Odds Ratio: Plotzlicher Kindstod und Rauchen

Bildet man nun das Odds Ratio, obwohl die Kontrollgruppe nur eine Stichprobe
darstellt und in der Gesamtpopulation daher unterreprésentiert ist, so erhélt man:

86 x 4643

OR = o< 1277

= 3.007
Muss das Ergebnis noch korrigiert werden?
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Angenommen man wiisste, dass man in der Stichprobe nur jede 10-te Geburt erfasst
hétte und dass der Risikofaktor in der Gesamtpopulation genau so wie in der Stichprobe
verteilt wire. Man miisste dann mit der folgenden Tabelle 2.12 rechnen:

Plstzlicher Kindstod | Merkmal Y : Fall oder Kontrolle?
Merkmal X : | Kategorie | Fall Kontrolle
Rauchen wihrend der Ja | 86 1277 x 10
Schwangerschaft? Nein | 104 4643 x 10

Tabelle 2.12: Odds Ratio und Fall-Kontroll-Studie

Als Odds Ratio ergébe sich:

OR — 86 x (4643 x 10) 86 x 4643

= 104 x (1277 x 10) 104 x 1277 ~ o7

es bliebe also unveréndert! Und dasselbe gilte fiir jeden anderen Stichprobenfaktor
Folgerung;:

Das Odds Ratio ist auch in Fall-Kontroll-Studien berechen-
bar, selbst wenn die Anteile der Kontrollen (und der Félle)
an der Gesamtpopulation unbekannt sind.

Die Berechnung des Odds Ratio muss also nicht korrigiert werden: Die ”Chancen” fiir
plotzlichen Kindstod sind nach dieser Studie 3—fach erhoht bei Kindern, deren Mutter
wéahrend der Schwangerschaft geraucht hat.

Die Abweichungen der beobachteten Héufigkeiten von den erwarteten Haufigkeiten.
Aufgabe:
Gegeben sind die Randverteilungen einer Kreuztabelle (Tabelle 2.13) :

Merkmal Y
Kategorie Nr. | 1 2 Summe:
Merkmal X 1 175
2 184
Summe: | 67 292 | 359

Tabelle 2.13: Randverteilungen und Unabhéngigkeit
Wie muss man die Tabelle ergénzen, wenn folgende Annahme giiltig ist:

Annahme: Die Verteilung von Y sei unabhingig von den Werten von X
Die relativen Héufigkeiten fiir die Ergebnisse (Y=1) und (Y=2) (Spalte 1 bzw. Spalte
2) wéaren dann fir beide Zeilen (X=1) und (X=2) identisch, und zwar so wie in der
Gesamtpopulation.

Losung;:
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t 87 —

1. Die relative Haufigkeit fiir das Ergebnis (Y=1) in der Gesamtpopulation ist gz5 =

0.186 63 ~ 18.7 %.

2. Bei 175 Beobachtungen in der ersten Gruppe (X=1) wiirde man unter der ge-
machten Annahme in 18.7 % der Fille das Ergebnis (Y=1) erwarten, das wéren

also 175 % 0.187, genauer: = 1757% = 32.66.

3. Man sieht, dass die Berechnungsformel allgemein so aussieht:

Erwartete Anzahl — Zeilensumme X Spaltensumme

Gesamtzahl

Dies gilt fiir alle 4 Felder der Kreuztabelle. Z.B. fur Zeile (X=1), Spalte (Y=2):

Erwartete Anzahl = % =142.34

4. Tabelle aller (unter der Annahme der Unabhingigkeit von X und Y) erwarteten
Haufigkeiten (Tabelle 2.14):

Merkmal Y
Erwartete Héaufikeiten | Kategorie Nr. | 1 2 Summe:
Merkmal X 1] 32.66 142.34 | 175
2 34.34 149.66 | 184
Summe: | 67 292 359

Tabelle 2.14: Erwartete Haufigkeiten

Wenn nun die tatséichlich beobachteten Haufigkeiten genau so wéren wie vorausberech-
net (evtl. auf- bzw. abgerundet auf die néchste ganze Zahl), so wiirde die beobachtete
Tabelle exakt zu der Annahme der Unabhéngigkeit passen. Umgekehrt gilt:

Je grofler die Abweichungen der beobachteten von den erwarteten Héufigkeiten, desto
starker ist dies ein Indiz gegen die Annahme der Unabhdngigkeit der beiden Merkmale.
Um diese Abweichung von der Unabhéngigkeit iiber alle 4 Felder der Kreuztabelle
numerisch zu erfassen, bildet man das Abweichungsmafi X2 :

%2 _ Z (Beobachtete Anzahl - Erwartete Anzahl)?
N Erwartete Anzahl
wobei die Summation (>°) tiber alle Felder der Kreuztabelle geht.

Das Abweichungsmaf} ‘XQ ist stets > 0 ‘ X2 = 0| bedeutet totale
Unabhiingigkeit von X und Y. Je groBer X2, desto stirker
weichen die beobachteten Daten von der Annahme der Un-
abhéngigkeit beider Merkmale ab.

Beispiele.

e Schwache Abweichung von der Unabhéngigkeit:
Im Beispiel der Therapiestudie war die Abhéngigkeit der Nebenwirkungsrate von
der Therapie schwach (20 % versus 17.4 %).
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Merkmal Y : Nebenwirkung eingetreten?

ja nein
Merkmal X : | Kategorie Nr. | beobachtet erwartet | beobachtet erwartet | Summe:
Verabreichte Dosis hoch | 35 32.66 140 142.34 | 175
niedrig | 32 34.34 152 149.66 184
Summe: | 67 292 359

Tabelle 2.15: Beobachtete und erwartete Haufigkeiten

Die beobachteten und erwarteten Héufigkeiten sind bereits bekannt (Tabelle 2.15):

Beispielsweise ist hier die Anzahl beobachteter Nebenwirkungen in der Hochdo-
sisgruppe etwas hoher, in der Niedrigdosisgruppe etwas niedriger als erwartet
(35 versus 32.66 bzw. 32 versus 34.34).

Das Abweichungsmaf ist

35 — 32.66)2
x2 _
32.66
= 0.402

(140 — 142.34)?
142.34

(32 — 34.34)2
34.34

(152 — 149.66)2
149.66

Stiarkere Abweichung von der Unabhéngigkeit:

In der bereits zitierten Unfallstudie wurde untersucht, ob es Zusammenhénge
zwischen der Schwere eines Unfalls und der Tageszeit gibt. Die Schwere wurde
nach dem Grad der schwersten Verletzung der Unfallbeteiligten in zwei Klassen
eingeteilt. Ergebnis (Abb. 2.16):

Crosstab
Maximaler Schweregrad
der Verletzungen
héchstens schwer
leicht verletzt | verl.od. todl. Total

Tageszeit Tag incl. Dammerung  Count 464 285 749
Expected Count 432.2 316.8 749.0
% within Tageszeit 61.9% 38.1% | 100.0%
Nacht Count 113 138 251
Expected Count 144.8 106.2 251.0
% within Tageszeit 45.0% 55.0% | 100.0%
Total Count 577 423 1000
Expected Count 577.0 423.0 1000.0
% within Tageszeit 57.7% 42.3% | 100.0%

Abbildung 2.16: Beobachtete und erwartete Haufigkeiten von Unféllen

Interpretation:

1. Tagsiiber lag der Anteil der Unfille mit schweren bis tédlichen Verletzungen
bei 38.1 %, nachts war dieser Anteil auf 55.0 % erhoht.

2. Bei Unabhéngigkeit der Unfallschwere von der Tageszeit wiirde man bei insge-
samt 1000 untersuchten Unféllen nachts 106.2 Unfille mit schweren bis tédlichen
Verletzungen erwarten; stattdessen waren es etwa 32 Unfille mehr, ndmlich 138.
3. Der X2—Wert betrigt 22.076.
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Anmerkungen

1. Der X?—Wert hingt nicht nur von relativen Haufigkeiten innerhalb der Zeilen ab,
sondern sehr stark auch von der Grofle der Untersuchungspopulation (wie dndert
er sich z.B., wenn alle beobachteten Haufigkeiten einer Kreuztabelle sich um den
Faktor 10 erhéhen?). Eine begriindete Bewertung der Grofe eines X?—Wertes in
Bezug auf die Frage nach der Unabhéngigkeit wird in der analytischen Statistik
angegeben (siehe dort unter ”x? — Test”).

2. Die Formel

X2 Z (Beobachtete Anzahl - Erwartete Anzahl)?
B Erwartete Anzahl

ist auch fiir Kreuztabellen mit mehr als 2 Zeilen und/oder Spalten anwendbar.
Im Fall einer Vierfelder-Tafel kann der X2 ~Wert einfacher nach folgender Formel
berechnet werden:

d—be): n
X2 = (a 2.2
(a+b)(c+d)(a+c)(b+d) (22)
Beispiel fiir Tabelle 2.10:
_ 2
%2 _ (35 x 152 — 140 x 32)* x 359  0.402

(35 + 140)(32 + 152) (35 + 32)(140 + 152)
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2.4.3. Streudiagramme: Korrelation und Regression

Einfiihrung

Beispiel 1. Wie ist der Zusammenhang zwischen Groéfle und Gewicht?
Das weifl man: Goflere Menschen sind eher auch schwerer als kleinere. Aber um wieviel
eigentlich: Wieviel machen z.B. 5 cm Korpergrofle im Gewicht aus, und wie sehr halt
sich jeder Einzelne an die Regel ”Je grofler desto schwerer”?
Um das herauszufinden benutzen wir wieder die Daten der Befragung von MHH-

Studierenden (Abb. 2.17):
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Abbildung 2.17: Grofle und Gewicht in einer Rechteckdatei

Man sieht z.B.: ”je grofler desto schwerer” stimmt bei den ersten 4 Studierenden perfekt.

Bei Studentin 11 und 12 gibt es starke Gewichtsunterschiede bei gleicher Gréfie, und

Student 13 ist kleiner aber schwerer als die beiden. Wie verschafft man sich aus den

vielen Einzeldaten einen Gesamtiiberblick?

Man bildet fiir alle Studierenden die Kombinationen von angegebener Grofie und Gewicht
und trégt sie als Punkte in ein Koordinatenkreuz ein. Darin sind auf der x-Achse (” Ab-

szisse”) die Grofie und auf der y-Achse (”Ordinate”) das Gewicht aufgetragen. Das

dabei entstehende Diagramm wird ” Streudiagramm” (7 scattergram”) genannt. Man

erhilt folgendes Bild (Abb. 2.18, linkes Bild):

KoérpergréBe und Gewicht % pipargrafle und Sewchl
(Befragung von MHH-Studenten) |Bsiragung van BHH-5udsnisn
110 g 1na
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Abbildung 2.18: GroBe und Gewicht im Streudiagramm

Man erkennt:
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1. Die vermutete Beziehung ” Je grofler desto schwerer” ist als Punktwolke wiederzuerken-
nen, die sich von links unten nach rechts oben hinzieht.

2. Die Beziehung gilt nur in der Tendenz, nicht fiir Einzelfille; sie ist in diesem Sinne
nicht sicher. Hétte man zuféllig nur die Studierenden befragt, die im rechten
Bild durch die Ellipse markiert sind, hétte man sogar eine gegenteilige Beziehung
vermutet: Je gréfler desto leichter

3. Es gibt einen Ausreifler in der Kombination von Grole und Gewicht (beide Einzel-
werte wéren noch plausibel, die Kombination ist es nicht; hier muss ein Fehler
auf dem Dokumentationsbogen oder bei der Dateneingabe vorliegen).

Beispiel 2. Untersuchungen iiber den ”Zahlenverbindungstest”, bei dem die Dauer
ermittelt wird, die ein Patient (Proband) braucht, um die auf einem Blatt verteilten
Zahlen in aufsteigender Reihenfolge miteinander zu verbinden, zeigten folgende Ergeb-

nisse:

Zahlenverbindungstest A: Zahlenverbindungstest:
Zeltdauer bls zur Erledigung der Aufgabe den
von Verslon A und B

2
8

ypden
3 3
L |

Zolt 21 Sek

o
-]
L

Zahlenverbindungstest A [sec]

o

0 Lo e
15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 85 70 75 80 o 20 40 80 80 100 120 140 160 180 200
Alter In Jahren Zahlenverbindungstest B [sec]

Alter und Testergebnis Testergebnisse von Version A und B

Abbildung 2.19: Zahlenverbindungstest

In beiden Abbildungen erkennt man eine Abhéngigkeit zwischen den zwei Merkmalen.
Links: Mit zunehmendem Alter (X—Achse) ist die Zeitdauer (Y—Achse), die jemand fiir
den Test braucht —nicht im Einzelfall, aber in der Tendenz— gréfler. Rechts: Je ldnger
jemand fiir die Version B des Tests braucht (X—Achse), desto hoher ”im Schnitt” auch
das Ergebnis in Version A. In der rechten Abbildung ist dariiber hinaus die Streu-

ung der Y-Werte stidrker als in der linken Abbildung davon abhéngig, in welchem
Bereich der x-Wert liegt. Fiir beide Abbildungen gilt: Der Zusammenhang (”kleiner
x-Wert<=kleiner y-Wert” und ”grofler x-Wert<=-grofler y-Wert”) ist deutlich, aber
nicht perfekt.

Beispiel 3. Bilirubin und Thrombozyten sind Merkmale, die beide eine sehr stark
rechtsschiefe Verteilung haben. Thr Zusammenhang ist zundchst in Abb. 2.20 (linkes

Bild) dargestellt. Wenn man beide Merkmale logarithmiert und in ein Streudiagramm
bringt, erhélt man wieder eine gestreckte Punktwolke (Abb. 2.20, rechtes Bild).

Im Gegensatz zu den bisherigen Beispielen ist der Zusammenhang hier aber negativ
gerichtet: Grdfere Bilirubinwerte sind eher mit kleineren Thrombozytenzahlen ver-
bunden.

Wie mifit man die Enge des Zusammenhangs unter der Beriicksichtigung der Richtung
bei dieser Art von (je-desto—) Beziehung?
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Abbildung 2.20: Bilirubin und Thrombozyten vor und nach Logarithmierung

Der Korrelationskoeffizient.

Man bezeichnet zunichst die beiden Merkmale mit X und Y und die beobachteten

Werte in der Reihe ihres Auftretens mit oy x,,... bzw. y1,y,,... . Dann bildet man
zu jedem Wertepaar (z;,y;) die Abweichungen beider Komponenten vom jeweiligen
Mittelwert und berechnet das Produkt daraus (das ”Kreuzprodukt”):
(x; — Z)(y; — 7). Dieses ist z.B. grof$ und positiv, wenn x; und y; beide stark nach oben
oder beide stark nach unten von ihren Mittelwerten abweichen. (z; — z)(y; — y) ist dem
Betrag nach klein, wenn beide Werte nahe ihrem Mittelwert liegen (siehe Abbildung
2.21 und Tabelle 2.16).

Korrelation:
GroBe und Gewicht
90
— : (xi')_()(yi'y)>>0
2 |
5 ol 2
§ 80 : ]
[<}]
(O] L
5_' L
: 1
70 : 7 I ‘3 .
r l4 (Xi'xd)(yi'Y)ZO
L 5.___
60
(Xi')_()(yi'y)>>o
50 : - :
160 0 180
X: GréBe [cm]

Abbildung 2.21: Die Kreuzprodukte (z; — Z)(y; — 9)

Daraus folgt: Wenn die " Punktwolke” sehr schmal ist und von links unten nach rechts
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Nr. Grie | 2;—7 | (2,—7)% | Gewicht | i~ | (v,—9)* | (2,—%)(y,~7)
1 170 0 0 72 2 4 0
2 175 5 25 80 10 100 50
3 172 2 4 69 -1 1 -2
4 167 -3 9 65 5 25 15
5 166 -4 16 64 -6 36 24

S 850 54 350 166 87

L5 | z=170 y =170

Ly s2 =13.5 55 =415 |  Sgy =21.75

Tabelle 2.16: Gréfle und Gewicht: Kreuzprodukte
oben verlduft, iiberwiegen die stark positiven Werte von (x; — z)(y; — g): Die ” Stich-
proben—Kovarianz” sg,, definiert durch

1
n—1

n
Szy = > (@i =)y —7) (2.3)
i=1
wird dann stark positiv. (Im Rechenbeispiel der Tabelle 2.16 ist s, = 21.75). Ebenso
kann man sich klar machen, dass s, stark negativ wird, wenn die ”Wolke” von links
oben nach rechts unten verlduft. Und sz, ist ungefdhr gleich Null, wenn keine ”je—
desto”—Struktur vorhanden ist, d.h. wenn z.B. grole z—Werte mit grofien ebenso wie
mit kleinen y —Werten gekoppelt sind.
Szy ist daher vom Ansatz her als Zusammenhangsmafl geeignet; es mufl aber noch
normiert werden, damit es unhabhéngig davon ist, in welchen Einheiten X und Y
gemessen werden.

Man definiert als Zusammenhangsmafs fiir X und Y:

L (@i —3) (i —9)
i=1

Szy
Twy - Sg S - n n
xSy _ _
o B s S -0
1= 1=
(2.4)
und nennt r,, den Korrelationskoeffizienten zwischen
X und Y.
Rechenbeispiel fiir die Tabelle 2.16:
21.75
Poy =0.919

" s, VI35 x AL5

Ist r = 0.92 eine hohe Korrelation? Zu dieser Frage ist es gut zu wissen, wie hoch
eine Korrelation mazimal sein kann. Dazu {iberlegt man sich den theoretischen Fall,

dass X und Y sogar identisch sind: x; = y;. Dann wiirden in Tablle 2.16 die Spalten

fir (z; —2), (y; —¥) und (@; — Z)(y; — ) alle identisch sein: es wiire also s, = s2

Szy Sz

und s, = s; und man erhielte ry, = =
Yy Yy Sz8y S Sz
Zusammenhang mit x; = —y; kéime bei sonst gleicher Rechnung das negative Vorzeichen

= 1. Bei totalem negativ gerichteten

der Kreuzprodukte zur Geltung und man erhielte: 7., = —1. Dies sind die beiden
Extremwerte.
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e Die Korrelation ry, misst den linearen Anteil des Zusammenhangs
zweier quantitativer Merkmale.

e Es gilt stets:‘ =1 <y < +1

e Bei liegen alle Punkte auf einer Geraden mit negativer

Steigung.
e Bei liegen alle Punkte auf einer Geraden mit positiver
Steigung.

° bedeutet, dass kein linearer Zusammenhang zwischen
X und Y vorliegt.

Beispiele:
e Grofle und Gewicht bei MHH-Studenten (Abb. 2.18): r = 0.74

e Zahlenverbindungstest in Abb. 2.19: r = 0.65 fiir das linke und r = 0.66
fiir das rechte Bild. Der lineare Anteil des Zusammenhangs zwischen X und Y
wird vom Korrelationskoeffizienten also fiir beide Bilder etwa gleich bewertet;
die optisch erkennbaren Unterschiede in der Struktur der Punktwolken werden
allerdings durch 7, nicht erfafit.

e Bilirubin und Thrombozyten in Abb. 2.20: » = —0.31 vor Logarithmierung und
r = —0.50 nach Logarithmierung. Die Logarithmierung hat hier also nicht nur
die Schiefe der Verteilungen beseitigt sondern auch zu einer Skala gefiihrt, in der
der Zusammenhang beider Laborparameter eher als linear erscheint.

Die Regressionsgerade.
Der beschriebene lineare Aspekt der Beziehungen zwischen X und Y tritt noch ex-
pliziter in den Vordergrund, wenn man fragt:

Welches ist der Mittelwert von Y, wenn man nur diejenigen Beobachtungs-
einheiten betrachtet, bei denen X den vorgegebenen Wert x hat (z.B: das
Durchschnittsgewicht aller Personen mit der Grofie 175 ¢cm)?  Und wie
dndert sich dies in Abhdngigkeit von ¢

Auf den Einzelfall bezogen: Welchen Wert fiir Y habe ich bei einer Beobach-
tungseinheit ”zu erwarten”, wenn thr X—Wert bereits bekannt und gleich x
ist ¢

Die Funktion
f(z) = Mittelwert von Y, falls X den Wert 2 annimmt (2.5)

heiflt die ” Regressionsfunktion”.

Im allgemeinen reicht die Anzahl der Beobachtungen nicht aus, um fiir jeden moglichen
x-Wert einer Variablen X einen dazu zugehorigen ”stabilen” Mittelwert der Variablen Y
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zu erhalten und sich die Regressionsfunktion auf diese Weise zusammenzusetzen. Kann
man aber (z.B. aufgrund der Betrachtung des Streudiagramms) annehmen, dass die Re-
gressionsfunktion eine Gerade ist, so geht man nicht punktweise, sondern ” ganzheitlich”
vor:

Wiéhle als Regressionsfunktion diejenige Gerade, zu der die beobachteten
Y-Werte in der Summe den kleinsten quadratischen Abstand haben

In mathematischer Formulierung;:

Wihle den Achsenabschnitt a und die Steigung b der Geraden y = a + bx

807 daSS
1 n
" ' )2
e =g 2 ) (2.6)
i=1
manimal wird.
BeiSpie]:
Regressionsfunktion: Regressionsfunktion:
Gewicht in Abhéngigkeit von der GréBe Gewicht in Abhéngigkeit von der GréBe
90 so
- =
70 — l I
0 |
501;0 “““““ 1"/0 “““““ J )
X: GréBe [cm] 160 70 x: GréBe [0m115°
Schlechte Anpassung Optimale Anpassung

Abbildung 2.22: Anpassung einer Geraden an die Punktwolke

Die nach diesem Kriterium (” Methode der kleinsten Quadrate”: MKQ) optimale Gerade
kann aus den Daten direkt ermittelt werden. Die Parameter sind:

by, = Steigung der Regressionsgeraden "von Y auf X”
n
2(% —T)(y: —7)
= — (2.7)
> (xi —T)?
i=1
= Sy
53
ay; = Achsenabschnitt der Regressionsgeraden "von Y auf X”
= Y —byT (2.8)
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Aus der Gleichung fiir den Achsenabschnitt a,, ist auch abzulesen, dass die Re-
gressionsgerade durch den ”Schwerpunkt” (7,7) verlduft: Setzt man in der
Gleichung der Regressionsgeraden ay, + by, fiir x den Wert T ein, so folgt:

(Regressionsgerade an der Stelle Z) = ayz + bya@
= (Y — bya®) + byaT
=Y

d.h.: der zum Mittelwert T von X gehorige Punkt auf der Regressionsgeraden ist der
Mittelwert 3 von Y.

Im folgenden Beispiel sind diese Zusammenhéinge noch einmal graphisch dargestellt:

Blutvolumen in Abhéngigkeit von der Kérperoberflache

Schwerpunkt (X, ¥)

_ \ Regressionsgerade

3 9.00

x =a+bx

E

&

5

E

5 Ay

L)

[=]

S

y
Steigung:
Ay

b = A x

Korperoberflache (m? )

7.80 ———
1.2 1.4 1.6 1% 2.0 2.2 2.4
X

Abbildung 2.23: Schwerpunkt und Steigung einer Regressionsgeraden

Korrelation und Regression héngen eng zusammen: Vergleicht man die Formeln fiir b,
und 74, so folgt:

Szy _ Say Sy
7

by = — = also
S35y Sz

bye = Tay— (2.9)

Die Korrelation 7z, ist symmetrisch beziiglich X und Y (rzy = 7y = 7). Bei der
Regresssion ist es aber wesentlich, welche der beiden Variablen man im Sinne der Defi-
nition 2.5 als gegeben ("unabhingig”) und welche man als davon ” abhdngig” betrachtet:
Die jeweils resultierenden Geraden sind nicht deckungsgleich. (Denn dann miifite das

Produkt der Steigungen gleich 1 sein. Es gilt aber: by, X by = rmy% rmyi—z =7r2)
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Interpretation der Regressionsgeraden y = a + bx:

e Fiir Beobachtungseinheiten, deren Messwert des Merkmales X
bekannt und gleich x ist, ist der mittlere Wert des Merkmals Y

e Beobachtungseinheiten, deren X—Wert um eine Einheit gréfer ist
als der von anderen Féllen, haben im Mittel einen um b hoheren

Y -Wert.

Beispiel

Die Regressionsgerade fiir das Gewicht in Abhéngigkeit von der Gréfle zum Streudia-
gramm 2.18 von MHH-StudentInnen ist in Abbildung 2.24 dargestellt.

KérpergréBe und Gewicht Regressionsgerade:
(Befragung von MHH-Studenten Mittleres Kdrpergewicht in Abhéngigkeit von der GréBe
1o 4 . 100 X‘ Studierend
100 , o o o y 80 | der MH
o0 ] . 80 i Patienten der
2 3 8. Bl 2 40 X Kinderkardiologie/ .,
E E o opo mﬂgu": < 5 20 4 s, ey
5 o 2 2%g %:aw E o K
H o y 2 20 4
S 8 O 404
-60 |
50 5
F -80
40 o Frrrrrr Frrrr b 100 L e
140 150 160 170 180 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
GroBe in cm GréBe in cm
Regressionsgerade im Erhebungsbereich Extrapolation nach links

Abbildung 2.24: Regression: Grofle und Gewicht

Thre Gleichung lautet:
y (mittleres Gewicht in kg) = —99.3 4+ 0.94 x Grofse[cm]

StudentInnen, die 1 cm gréfler sind als ihre KommilitonInnen, sind daher im Schnitt
um 0.94 kg schwerer als diese. § em grdfier bedeutet 5 x 0.94 = 4.7 kg schwerer.
Aufgabe: Vergleichen Sie diese Regressiongleichung mit der ”Broca-Formel”:

‘Gewicht [kg]= GroBe/cm/- 100. ‘

Setzen Sie dazu verschiedene Wert fiir die Gréfle x in beide Gleichungen ein. Ist das
”Broca-Gewicht” im Vergleich zu den Daten der MHH-Befragung daher eher als das
mittlere Gewicht oder als eine Normgrenze zu interpretieren?

Wichtiger Hinweis: Wenn die Annahme einer linearen Regression gut zu den Daten
passt, so darf sie dennoch nicht beliebig in die eine oder die andere Richtung verlangert

werden.
Dies wird im rechten Bild der Abbildung 2.24 verdeutlicht: Die Punktwolke der Daten
von Kindern passt gar nicht zu der Regressionsgeraden, die an Hand der Erwachsene-

nendaten ermittelt wurde.
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Interpretation des Korrelationskoeffizienten r,, im Rahmen der Regression-

sanalyse:

Die (quadrierten) Abweichungen der Y-Werte y; von der Regressionsgeraden sind (in
der Summe) kleiner als die vom Mittelwert §, denn die Regressionsgerade minimiert
ja diese Abweichungen. Dies wird in der folgenden Abbildung 2.25 noch einmal veran-

schaulicht:
Ragraaaionahssatian:
Dis Abweictunpsn vom Mitelwem §
-
Es
5
g v ¥
]
i
r
=] [ 11 3 ¥
S
a |
m s o
i Qe jem)

Asgresslonafunkilan:
Die Azweichusges won dir Repreasionageiadai
[ 5
=
=,
™ !
=
[ ]
=
L]
L TN
| "
' ]
B
H'-il ST =
" % ardes jem)

Abbildung 2.25: Die Abweichungen der Beobachtungen Y vom Mittelwert und von der

Regressionsgeraden

Die Varianz von Y wird also durch Bezug auf die Regressionsgerade verringert und
daher teilweise ” durch die Variable X erkldrt”. Man kann zeigen, dass die relative Va-
rianzreduktion gerade gleich dem quadrierten Korrelationskoeffizienten ist (vgl.(2.6)):

= r? (2.10)

wird.

r?2 wird als Bestimmtheitsmafl bezeichnet und gibt
an, welcher Anteil der Varianz von Y durch X erklart

Beispiele:

e Groe und Gewicht bei MHH-Studenten (Abb. 2.18): r = 0.74. Die Varianz des

Korpergewichts unter den MHH-Studierenden wird zu

0.742 = 0.55 = 55 %

durch unterschiedliche Kérpergrofien erkléart.
Man berechne und interpretiere in gleicher Weise die Werte fiir 72 fiir die bereits

bekannten Beispiele:
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e Zahlenverbindungstest in Abb. 2.19: » = 0.65 fiir das linke und r = 0.66 fiir
das rechte Bild.

e Bilirubin und Thrombozyten in Abb. 2.20: r = —0.31 vor Logarithmierung und
r = —0.50 nach Logarithmierung.
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3. Wahrscheinlichkeitsrechnung (GK 3)

3.1. Einfiihrung

Die Ergebnisse empirischer Untersuchungen (zusammengefasst in Hiufig-
keitsverteilungen und statistischen Kenngréflen) sind in der Regel nicht
exakt reproduzierbar.

Beispiel:

In einer Studie iiber den Einflufl eines Medikaments auf die Hemmung des Fortschrei-
tens der Koronararteriosklerose im Vergleich zu einem Placebo trat bei den ersten 20
Patienten der Verum-Gruppe in 55 % der Fille eine Verschlechterung ein, bei den
nichsten 20 Féllen dieser Gruppe in 35 %; in der Placebo-Gruppe verschlechterten sich
50 % der ersten 20 Falle und 45 % der néichsten 20 Patienten

Aber:

Je grofler der Stichprobenumfang, desto ”stabiler” sind die Ergeb-
nisse.

Beispiel: Therapiestudie.

Responseraten
in den Behandlungsgruppen | und Il

100.0

90.0

ol
Wl
|

60.0

50.0
0.0 W —+- |
30.0
20.0 _W&M‘*;
10.0 —F
A

1 1 1 1 1 J
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0.0

Anzahl Patienten

Abb. 3.1: Haufigkeitsraten in Abhéngigkeit vom Stichprobenumfang

Hier sind fiir zwei unterschiedliche Behandlungsgruppen aus einer Therapiestudie die
Anteile der Patienten mit Therapieerfolg in Abhéngigkeit vom Stichprobenumfang
aufgetragen. Aufgrund der Abbildung ist die Annahme naheliegend, dass die rela-
tive Haufigkeit fiir das Ergebnis ” Therapieerfolg” mit wachsendem Stichprobenumfang
in jeder Gruppe einem Grenzwert zustrebt. Dieser liegt etwa bei 38% in Gruppe I und
etwa bei 22% in Gruppe II.

Es handelt sich hier in folgendem Sinne um ein Zufallsexperiment:

1. Das Experiment wird nach einer genau festgelegten Vorschrift durchgefiihrt.

2. Das Experiment kann unter den gleichen Bedingungen beliebig oft wiederholt

werden.
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3. Es sind mehrere Ergebnisse des Experimentes moglich. Sémtliche tiberhaupt
moglichen Ergebnisse kénnen vor Durchfithrung des Experimentes angegeben wer-
den.

4. Es kann nicht mit Sicherheit angegeben werden, welches Ergebnis sich bei Durch-
fithrung des Zufallsexperimentes einstellen wird (das Ergebnis héngt vom Zufall
ab).

Grundannahme:

Wird ein Zufallsexperiment unter gleichen Bedingungen beliebig oft wieder-
holt, und bezeichnet A ein bestimmtes mogliches Ergebnis jedes Einzelex-
perimentes, so strebt die relative H&ufigkeit h,(A) fiir das Ergebnis
A fiir wachsenden Stichprobenumfang n gegen einen Grenzwert.

Danach ist jedes mogliche Ergebnis A eines Zufallsexperimentes mit dem ”Grenzwert”
der relativen Hdiufigkeiten hy,(A) verbunden

Dieser Grenzwert wird als die Wahrscheinlichkeit fiir das Ergebnis A interpretiert. Man
bezeichnet ihn mit P(A) , wobei P fiir "Probability” steht.

hn(A) — P(A) (3.1)

Die Wahrscheinlichkeit P(A) ist nach diesen Annahmen also eine Eigenschaft des be-
trachteten Ergebnisses A und wird durch die Art und die Rahmenbedingungen des
Experimentes bestimmt. Im Beispiel der Abb. 3.1 etwa ist die Wahrscheinlichkeit fiir
das Ergebnis A = ”Therapieerfolg” im Experiment I (Behandlung mit Therapie I) of-
fenbar grofier als im Experiment IT (Behandlung mit Therapie II): Therapie I hat
eine groflere Erfolgswahrscheinlichkeit als Therapie II.

Folgerung;:

Therapien sind in ihrer Anwendung letztlich durch Wahrscheinlichkeiten charakteri-
siert. Eine klinische Studie soll Aufschliisse iiber diese Wahrscheinlichkeiten liefern.
Man néhert sich den verborgenen, unbekannten Wahrscheinlichkeitswerten dadurch,
dass man relative Haufigkeiten bildet und diese als Schitzwerte fiir die Wahr-
scheinlichkeiten ansieht.

Das fiihrt zu folgenden Unsicherheiten:

e Wie stark kann die relative Haufigkeit von der dahinter liegenden Wahrschein-
lichkeit abweichen?

e In welcher Weise héngt dies vom Stichprobenumfang ab?

e Wie kann man entscheiden, ob die Erfolgswahrscheinlichkeiten zweier Therapien
tatsdchlich unterschiedlich sind, wenn die beobachteten Erfolgsraten sich bei-
spielsweise um 16 %-Punkte unterscheiden wie in Abb. 3.17

Um solche Fragen beantworten zu kénnen, ist es nétig, sich ndher damit zu beschéftigen,
was in Zufallsexperimenten ”so alles moglich ist”: Welche Ergebnisse konnen mit wel-
cher Wahrscheinlichkeit "rein zufillig” auftreten?
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Unter bestimmten Annahmen kann man so etwas berechnen, ohne irgendein Exper-
iment durchzufithren, ganz allein mit Hilfe mathematischer Methoden: der ” Wahr-
scheinlichkeitsrechnung”. Die Regeln fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung griinden
auf der engen Beziehung zwischen den relativen Héufigkeiten h,(A) und den dahin-
ter liegenden Wahrscheinlichkeiten P(A): Alles was fiir das Rechnen mit rela-
tiven HAufigkeiten gilt, muss auf das Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten
iibertragbar sein. Allein auf Grund dieser Forderung lassen sich schon die Grund-
regeln herleiten.

3.2. Grundregeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung:

Bezeichnungen:

In der deskriptiven Statistik wurden bei diskreten Merkmalen X die beobachteten Werte
von X betrachtet und deren relative Haufigkeiten aus einer Beobachtungsserie berech-
net. In der Wahrscheinlichkeitsrechnung steht nun im Vordergrund, dass man ein Zu-
fallsexperiment betrachtet (ohne dass es wirklich ausgefithrt werden mufl) und dass
jedes mdgliche Ergebnis A dieses Experimentes mit einer Wahrscheinlichkeit P(A)
versehen ist. Diese moglichen Ergebnisse werden ” Ereignisse” genannt. Dabei han-
delt es sich nicht nur um Einzelwerte eines Merkmales, sondern allgemein auch um
zusammengesetzte Charakterisierungen des Ausgangs eines Experimentes wie z.B.: A =
”Blutdruck um > 10 mmHg gesenkt”, B = ”Blutdruck nicht gestiegen, keine Neben-
wirkungen” etc. Man geht aber davon aus, dass man immer nur ein ”festes System”
von Ereignissen betrachtet, d.h.:

1. Mit den Ereignissen A und B gehort auch das Ereignis AU B : ("Das Ereignis
A oder das Ereignis B oder beide Ereignisse treten ein”) zu diesem System.
Bezeichnung: die Vereinigung von A und B.

2. Mit den Ereignissen A und B gehort auch das Ereignis AN B : ("Das Ereignis A
und das Ereignis B tritt ein”) zum System. Bezeichnung: der Durchschnitt von
A und B.

3. Mit dem Ereignis A gehort auch das Ereignis " Nicht-A” | Schreibweise A : ("Das
Ergebnis A tritt nicht ein”) zum System. Bezeichnung: das Komplement von A.

4. Die Gesamtheit aller moglichen Ausgéinge des Experimentes, bezeichnet als das
Ereignis €2, und das Komplement dazu, die ”leere Menge”, das Ereignis @), gehoren
zum System.

Wird nun das untersuchte Experiment mehrfach, und zwar n mal durchgefiihrt, so
kann man aus den Ergebnissen fiir alle betrachteten Ereignis A, B,... die relativen
Haufigkeiten hy,(A), hy,(B),... auszihlen und daraus auch die relativen Haufigkeiten
fir AU B usw. berechnen. Fiihrt man dies aus, so stellt man fest, dass z.B. die
folgende Rechenregel gilt:

hn(z) =1- hn(A)
d.h. die relative Haufigkeit fiir die Experimente, in denen A nicht eingetreten ist, ist
gleich 1 minus der relativen Haufigkeit der Experimente mit dem Ergebnis A.
Aus dem oben beschriebenen Grundsatz, wonach die Regeln der Wahrscheinlichkeits-
rechnung den Regeln entsprechen miissen, die fiir relative Haufigkeiten gelten, lisst sich
nun herleiten:
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1. Fiir alle ”Ereignisse” A gilt
0 < PA <1 (3.2)

2. Bezeichnet ) die Gesamtheit aller moglichen Ausgdnge eines Experimentes, so
gilt:
PQ) =1 (3.3)

3. Falls die Ereignisse A und B sich gegenseitig ausschlieffen (man sagt: A und B
sind ” disjunkt”, ihr Durchschnitt ist leer: AN B = (), so gilt:

P(AuUB)=P(A) + P(B) (3.4)

4. Bezeichnet A das Ereignis ” A tritt nicht ein”, so gilt:

P(A)=1 — P(4) (3.5)
5. Fiir irgend zwei Ereignisse A und B gilt:
P(AuB)=P(A) + P(B) — P(ANnB), (3.6)
Dabei bezeichnet AN B das Ereignis: ”Sowohl A als auch B ist eingetreten”.

Beispiel: Herleitung der Rechenregel 5

Experiment: Per Zufall einen Probanden aus der Gesamtheit der Bevilkerung der Stadt
Hannover im Alter von 50 Jahren wihlen und drztlich untersuchen. Dieses Einzelex-
periment n mal durchfiihren.

Betrachtete ”Ereignisse” und relative Haufigkeiten (siehe auch nachfolgende Tabelle):
A: Risikofaktor Rauchen vorhanden; h(A) = 2t

n

B: Risikofaktor Hypertonie vorhanden; h(B) = “t¢

C': Mindestens ein Risikofaktor; Rauchen oder Hypertonie (oder beides):

C = AUB; h(AU B) = 2tbte
D: Beide Risikofaktoren; Rauchen und Hypertonie: D = AN B; h(ANB) =4
Hypertonie
B:+ -
Rauchen A:+ | ANB): al|b|a+bd
- c|d
a—+c n
b
nAUB) = 412%¢
n
_ (a+b)+(atc)—a
B n
b
_ @ + n a—+c _a
n n n

= h(A)+h(B) — h(AN B)

Durch diese Regeln ist die Basis fiir die gesamte Wahrscheinlichkeitsrechnung gelegt.
Streng genommen gehoren sogar nur die Regeln 1. bis 3. dazu; die anderen sind hieraus
bereits ableitbar.
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3.3. Vom Nutzen der Regeln zur Wahrscheinlichkeitsrechnung

Die genannten Regeln (auler Nummer 1) sind Formeln. Sie kénnen zu zweierlei ver-
wendet werden:

1. zur numerischen Berechnung "neuer” Wahrscheinlichkeiten, wenn andere Wahr-
scheinlichkeiten bereits bekannt sind.
Beispiel (Regel 4): Wenn die Wahrscheinlichkeit fiir Therapieerfolg 0.38 = 38 %
betrdgt, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Therapie keinen Erfolg hat,
gleich 1 —0.38 =0.62 = 62 %.

2. zur Ableitung neuer Formeln fiir komplexere Ereignisse oder unter zusdtzlichen
Annahmen.

Zu Punkt 2 ein Beispiel:
Wie wahrscheinlich ist es, eine 76" zu wiirfeln?
Spontane Antwort: 1/6. Ja, aber warum? Herleitung:

1. Es gibt 6 mogliche ” Elementarereignisse” (d.h.: nicht aus anderen zusammenge-
setzte Ereignisse) des Experimentes ”"Wiirfeln”: die Einzelergebnisse 1 bis 6.

2. Die Summe der zugehorigen Wahrscheinlichkeiten muss den Wert 1 ergeben (An-
wendung von Regel 2 und Regel 3).

3. Zusatzannahme: Alle 6 Elementarereignisse haben dieselbe Wahrschein-
lichkeit.

4. Wenn man diese mit p bezeichnet, muss also 6 X p =1 sein. Also ist p = 1/6.

Fiir die Berechnung der Wahrscheinlichkeit eines zusammengesetzten Ereignisses A
braucht man dann nur die Anzahl der Elementarereignisse zu zihlen, aus denen sich A
zusammensetzt, und diese Anzahl mit p = 1/6 zu multiplizeren.

Beispiel: Wahrscheinlichkeit fiir eine gerade Augenzahl. A = {2,4,6} besteht aus 3
Elementarereignissen. Also: P(A) =3 x1/6 =1/2.

Wesentlich an dieser Herleitung war, dass sie nur unter einer Zusatzannahme mdglich
war: Der Wiirfel muss unverfalscht sein! Dahinter steht ein Grundprinzip, das weiter-
hin stdndig angewendet werden muss:

Zur Herleitung neuer Formeln und zur numerische Berechnung von ”neuen” Wahr-
scheinlichkeiten benétigt man:

e Kenntnisse iiber den numerischen Wert anderer Wahrscheinlichkeiten
und/oder

o die Giiltigkeit bestimmter Zusatzannahmen.

Das Wiirfelbeispiel kann iibrigens ohne Probleme verallgemeinert werden:
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Allgemeine Regel zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten
Sind alle Elementarereignisse gleichwahrscheinlich und ist

N = Die Anzahl aller Elementarereignisse
ng = Die Anzahl der Elementarereignisse, aus denen sich A zusammensetzt
so gilt:
P(A) = na  Anzahl "giinstiger” Fille fiir A

‘N Anzahl "moglicher” Féille

Dies ist die Regel von LAPLACE. Sie ist denkbar einfach, kann aber in der Anwendung
sehr kompliziert werden, wenn N und ny sich kompliziert zusammensetzen. (Wie
wahrscheinlich ist es beispielsweise, dass beim Austeilen der Karten des Skatspiels der
erste Spieler mindesten 3 Buben erhélt? Wie wahrscheinlich ist es, dass irgendeiner
der 3 Spieler mindestens 3 Buben erhélt? Was ist da ein Elementarereignis? Wie setzt
sich A zusammen?)

3.4. Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Man betrachte zwei Ereignisse A und B eines Zufallsexperimentes und iiberlege sich,
ob durch das Eintreten von B die Chancen fiir das Eintreten von A verdndert werden
oder unverdndert bleiben.

Beispiel:

1. Die Wahrscheinlichkeit fir 3 Richtige im Zahlenlotto (Ereignis A) schétzt man
hoher ein, wenn man bei der Ziehung der Lottozahlen die 1. gezogene Kugel
richtig hat (Ereignis B).

2. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine Mutter als zweites Kind einen Jungen (Ereignis
A) bekommt, schitzt man als unabhdngig davon ein , dass sie als erstes Kind ein
Mdédchen bekommen hat (Ereignis B).

Ereignisse konnen demnach unabhdngig voneinander auftreten, oder es kann eine Be-
ziehung zwischen Ereignissen vorhanden sein. So gibt es einen Zusammenhang zwi-
schen Symptom und Diagnose oder Diagnose und Prognose. Man spricht in der Statis-
tik von abhdngigen Ereignissen, wenn es moglich ist, von einer Gréfle auf die andere
Riickschliisse zu ziehen:

Zwei Ereignisse A und B sind voneinander abhdngig, wenn die Wahrschein-
lichkeit fiir das Auftreten des Ereignisses A verdndert wird, wenn das Ereig-
nis B eingetreten ist.

Zur mathematischen Formulierung solcher Uberlegungen benétigen wir zunéchst die
Definition der ” bedingten Wahrscheinlichkeit”. Dazu gehen wir zunéchst wieder zu den
relativen Héufigkeiten zuriick. Die Analogie zu den Wahrscheinlichkeiten ermoglicht
dann die Ubertrageung auf die Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Beispiel:

Man betrachte ein ”Zufallsexperiment”, bei welchem einem Patienten aufgrund einer
Zufallszuteilung (”Randomisation”) ein Verum— oder ein Placebo-Priparat zugeteilt
wird. Nach Abschlufl der Behandlung wird das Ergebnis der Therapie —zusammengefafit
als ”Erfolg” oder "kein Erfolg”— notiert. Eine Darstellung der Gesamtheit aller Ele-
mentarereignisse dieses Experimentes in einer Vierfeldertafel, zusammen mit den be-
obachteten Haufigkeiten nach n-facher Durchfiihrung des Experimentes, kann dann so
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aussehen:

Erfolg
B : Erfolg | kein Erfolg | Summe:
Therapie A :Verum | ANB:a b a+b
Placebo c d c+d
Summe: a+c b+d n

Ein Therapievergleich wird dann in der Regel auf dem Vergleich der relativen Héufig-
keiten fiir das Ergebnis ”Erfolg” innerhalb der beiden Zeilen (”Verum” versus ”Place-
bo”) beruhen: Man bildet die relativen Haufigkeiten fiir ”Erfolg” unter der Bedingung,
dass die Therapie das Verum ist und vergleicht sie mit der relativen Haufigkeit fiir ” Er-
folg” wunter der Bedingung, dass Placebo gegeben wurde (siehe auch Abschnitt 2 Seite
24: die ”Zeilenprozente”). Entsprechend werden diese Quotienten auch ” bedingte
relative Hdaufigkeiten” genannt: Sei

A das Ereignis ”Zuteilung zu Verum” (h(A) = 2tb)

B das FEreignis ”Erfolg der Therapie” (h(B) = %) und

n
AN B das Ereignis ” Verum—Therapie angewendet und Erfolg der Behandlung”
(h(ANB) =3)

Man bildet dann also als Ma8 fiir den Erfolg in der Verum-Gruppe die ” bedingte relative
Haufigkeit fur B gegeben A”, bezeichnet als h(B|A), und findet:

a  a/n  WANDB)
a+b  (a+b)/n  h(A)

h(B|A) =

Hierzu als analoges Beispiel fiir ”Dosis und Nebenwirkung” die Tabelle von Seite 24 in
neuer Terminologie:

Merkmal Y : Nebenwirkung eingetreten?
Merkmal X : Kategorie . B : keine Nebenwirkungn Nebenwirkung | Summe:
Verabreichte Dosis | A : niedrige Dosis ANB: 152 32 184
hohe Dosis 140 35 175
Summe 292 67 359

152 152/359

184 184/359

relative Haufigkeit fiir (AN B)
relative Haufigkeit fiir (A)

Relative Haufigkeit fiir B gegeben A = = 0.826

Entsprechend werden nun auch bedingte Wahrscheinlichkeiten definiert:

P(BN A)

P(BIA) = =55

= "Bedingte Wahrscheinlichkeit fiir B gegeben A”

Man schliefit hier also einen Teil der moglichen Ergebnisse des Experimentes aus: es
werden nur diejenigen Ereignisse betrachtet, in denen jedenfalls auch A eingetreten ist.
Dies geschieht in der Formel im Zdhler durch die Schnittbildung mit dem Ereignis A.
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Die Division durch P(A) ist dann notig, um die Wahrscheinlichkeit wieder auf 1 zu
NnoTmieren.

Analog definiert man

P(AIB) = P(ANB)

W = "Bedingte Wahrscheinlichkeit fiir A gegeben B”

Diese Definition setzt jeweils voraus, dass die im Nenner stehende Wahrscheinlichkeit
nicht gleich 0 ist.

3.5. Stochastische Unabhéngigkeit von Ereignissen

Die eingangs dargestellten Uberlegungen zur Unabhingigkeit von Merkmalen kénnen
nun konkreter definiert werden:

In der Tabelle {iber Behandlung und Therapieergebnis ist der Therapieerfolg (B) von
der Zuteilung zur Verumgruppe (A) unabhdingig, wenn die Wahrscheinlichkeit fiir Erfolg
in der Verumgruppe (A), also P(B|A), genauso grof} ist wie in der Gesamtpopulation:
P(B), wenn also gilt :

P(B|A) = P(B), d.h. wenn

P(ANB)
W P(B), wenn also
P(ANB) = P(A) P(B) (3.10)

Dies ist die Definition der (stochastischen!) Unabhingigkeit zweier Ereignisse A und
B.

In den Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung wird die Unabhéngigkeit zweier
Ereignisse oft nicht durch die Giiltigkeit der Gleichung (3.10) nachgewiesen; vielmehr
geht man umgekehrt aufgrund der Anordnung des Zufallsexperimentes davon aus, dass
A und B unabhéngig sind, und nutzt dieses aus, um die Wahrscheinlichkeit fiir ihr
gemeinsames Eintreten, also um P(A N B) zu berechnen.

Beispiel 1 (ganz einfach) :

Experiment: 2-maliger Miinzwurf:
Ereignis A: Erster Wurf = Zahl
Ereignis B: Zweiter Wurf = Zahl
Ereignis A N B: Beide Wiirfe Zahl

P(AN B) = P(A) P(B) = i

N =
N —

Beispiel 2:
Es sei p = 0.9 die Wahrscheinlichkeit fiir Therapieerfolg einer Einzelbehandlung. Wie
grof} ist dann die Wahrscheinlichkeit, dass bei der Behandlung von 10 Patienten

e alle Behandlungen erfolgreich sind?

!Unter ”Stochastik” (aus dem Griechischen: ”vermuten”, "erraten”) wird der Wissenschaftsbereich

verstanden, der sich mit der mathematischen Behandlung von Zufallserscheinungen befafit.
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e keine Behandlung erfolgreich ist?

e mindestens eine Behandlung ohne Erfolg ist?
Losung;:

= Wabhrscheinlichkeit fiir Therapieerfolg = 0.9
= 10 unabhéngige Behandlungen

P(alle Behandlungen erfolgreich)) =ppp ... p=p*=0.919=0349=349 %
—_——

10 mal

P(keine Behandlung erfolgreich)) = (1—p) (1—p) (1—p) ...(1 —=p) = (1 —p)'°
= 0.1'%=0.000 000 000 1

P(mindestens 1 Behandlung ohne Erfolg = 1 — P(alle Behandlungen erfolgreich)
= 1-0.349=0.651=65.1 %

3.6. Zerlegung von Wahrscheinlichkeiten

Aus dem letzten Beispiel geht hervor, dass man mit Hilfe der Regeln der Wahrscheinlich-
keitsrechnung aus bekannten Wahrscheinlichkeiten (meist fiir ”einfache” Ereignisse) auf
die Wahrscheinlichkeiten von zusammengesetzten, komplexer strukturierten Ereignis-
sen schlieflen kann. In diesem Zusammenhang ist auch die folgende Zerlegung von
Ereignissen und zugehorigen Wahrscheinlichkeiten zu sehen:

Ein Ereignis B ist entweder mit dem Ereignis A gekoppelt oder mit dem Ereignis
"Nicht-A”, d.h. mit A :

B = (BNnA) U (BnA)

und die Ereignisse(B N A) und (B N A) sind disjunkt (weil ja schon A undA disjunkt
sind). Aus dieser Zerlegung von B folgt fiir die Wahrscheinlichkeiten:

P(B) = P(BNA) + P(BNA)
_ P(BNA) P(BnNA)
- e TR

P(B) = P(B|A)P(A) + P(B|A)P(A) (3.11)

P(A), also:

Folgerung: Die Wahrscheinlichkeit fiir B 148t sich berechnen, wenn man die bedingten
Wahrscheinlichkeiten fiir B zu zwei gegebenen komplementéren Ereignissen und deren
Wahrscheinlichkeiten kennt.

Beispiel:
Bei Tumorpatienten sei die Wahrscheinlichkeit fiir Lungenmetastasen (A) gleich 55%.
Bei Patienten mit Lungenmetastasen sei die Wahrscheinlichkeit fiir Erfolg einer Che-
motherapie ((B|A)) gleich 60%:
P(A) = 0.55
P(B|A) = 0.6
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Bei Patienten ohne Lungenmetastasen (Warsch. = 1—0.55 = 45%) sei die Wahrschein-
lichkeit fiir Erfolg gleich 90%:

P(A) = 045
P(BJA) = 09

Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir Erfolg in der Gesamtpopulation:

P(B) =0.6 x 0.55 + 0.9 x 0.45 =0.330 4 0.405 = 0.735 = 73.5%.

Die Gleichung (3.11) stellt also die Wahrscheinlichkeit fiir B als eine ” gewichtete Summe”
der bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir B unter komplementéren Bedingungen dar.

3.7. Satz von BAYES: Der Salto riickwéirts

Fragestellung: Ein Patient kommt mit Fieber in die Sprechstunde. Wie
wahrscheinlich ist es, dass er an einem Grippevirus erkrankt ist?

Der Arzt hat hier mehrere Wahrscheinlichkeiten zu bedenken:

1. Wenn eine Grippeerkrankung vorliegt, ist diese oft, aber nicht immer, mit Fieber
verbunden. Nehmen wir an, in 80 % der Félle. Dann ist die bedingte Wahrschein-
lichkeit fiir Fieber, ”gegeben Grippe”, = 0.8:

P(Fieber | Grippe) = 0.8 (Vorwirtsinformation 1)

2. Das Fieber kann auch andere Ursachen haben. Nehmen wir an, dass von den
Patienten der Sprechstunde, die keine Grippe haben, 10 % mit Fieber erscheinen.
Dann ist die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir Fieber, ”gegeben keine Grippe”, =
0.1:

P(Fieber | keine Grippe) = 0.1 (Vorwirtsinformation 2)

3. Vielleicht gibt es gerade eine Grippe-Epidemie. Dann ist die Wahrscheinlichkeit
ohnehin erhoht, dass es sich um einen Grippepatienten handelt (ob Fieber oder
nicht). Nehmen wir an, 40 % der Sprechstundenpatienten haben Grippe:

P( Grippe) = 0.4 (A-priori- Wahrscheinlichkeit)

Jetzt ist der Arzt bereit fiir den Salto riickwérts: die Berechnung der Wahrscheinlichkeit,
dass ein Grippevirus vorliegt, wenn der Patient Fieber hat:
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. . P(Grippe N Fieber P(Grippe
P(Grippe| Fieber) = ( P}Z}lo?ieber) ) X PEGri}}Z}}Ze;
P(Grippe N Fieber) " P(Grippe)

P(Grippe) P(Fieber)

P(Grippe)

P(Fieber)’
P(Fieber|Grippe) P(Grippe)
P(Fieber|Grippe) P(Grippe) + P(Fieber|k.Grippe) P(k. Grippe)

(die Nenner vertauschen:)

= P(Fieber|Grippe) x nach der Formel (3.11) also

P(Grippe|Fieber) =

Damit ist es gelungen, die gesuchte Wahrscheinlichkeit auf die ” Vorwartsinformationen”
(1 und 2) und die a-priori-Wahrscheinlichkeit zurtickzufiihren. Ergebnis:

0.8x04
P(Grippe|Fieber) = 08 %04 +01x(1—04) =0.84211 =842 %

Wie dndert sich diese Wahrscheinlichkeit in ”normalen Zeiten” , wenn also keine Grippe-
Epidemie herrscht? Angenommen dann haben nur 5 % der Sprechstundenpatienten
Grippe. Dann erhélt man:

0.8 x 0.05

P(Grippe|Fieber) = 08 % 0.05 +01x(1—-005) =0.296 30 = 29.6 %

die Wahrscheinlichkeit wird also ganz erheblich kleiner!

Und wie wire es, wenn das Fieber in Wirklichkeit ein noch spezifischeres Zeichen fiir

Grippe wire, wenn also Fieber nur bei 5 % (statt 10 %) der Patienten ohne Grippe

auftrite? Wieder bei einer allgemeinen Grippehiufigkeit von 40 % gerechnet wire das:
0.8 x0.4

P(Grippe|Fieber) = 08 %04 +0.05x (100 =:0.91429 =914 %

d.h. die Wahrscheinlichkeit wére noch deutlich erhoht.
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Weitere Ubung: Wie éndert sich die Wahrscheinlichkeit, wenn die Grippe sogar mit 90%
statt mit 80 % Wahrscheinlichkeit mit Fieber verbunden ist? (Losung: nicht mehr viel;
sie wichst von 91.4 % auf 92.3 %.)

Die hier benutzte Formel fiir den Riickwartsschluss ist als Satz von BAYES bekannt.
Die allgemeine Formulierung lautet:

P(B|A) P(A)
P(B|A) P(A) + P(B|A) P(A)

P(A|B) = (3.12)

Es wird deutlich, dass der Satz von BAYES in der Diagnostik eine wichtige Rolle
spielt. Er setzt voraus, dass die a-priori-Wahrscheinlichkeit oder auch die ” Prdvalenz”
P(A) der Krankheit A in der untersuchten Population bekannt ist und dass man die
"Vorwirts”-Wahrscheinlichkeiten, mit denen verschiedene Zustinde (7 A”bzw. ”Nicht—
A”) das Symptom B ”hervorrufen”, kennt.

3.8. Giitekriterien eines diagnostischen Tests: Sensitivitit, Spezifitdt und
pradiktive Werte

Betrachtet man in diesen Uberlegungen nicht allgemein ein ”Symptom B”, sondern
die Reaktion eines gezielt eingesetzten klinischen Tests, welcher auf die Krankheit A
reagieren soll, so kann man mit der gleichen Formel folgende Frage beantworten:

Angenommen, der klinische Test ist positiv; mit welcher Wahrscheinlichkeit
liegt die Krankheit A wirklich vor?

Man nennt diese bedingte Wahrscheinlichkeit die ” positive Prdidiktheit” des Tests. Be-
zeichnet man allgemein mit ”+4” und ”—" die positive und die negative Reaktion
des Tests bzw. das Vorhandensein oder Nichtvorhandensein der zu untersuchenden
Krankheit, so definiert man:

Prdvalenz der Krankheit = P(Krankheit +) (3.13)
Sensitivitit des Tests = P(Test + | Krankheit +) (3.14)
Spezifitit des Tests = P(Test — | Krankheit —) (3.15)

Positive Pridiktheit des Tests = P(Krankheit + | Test +) (3.16)
Negative Pridiktheit des Tests = P(Krankheit — | Test —) (3.17)

Die Sensitivitit (die Fiahigkeit, eine vorhandene Krankheit anzuzeigen) und die Spezi-
fitit (die Fahigkeit, ”spezifisch” nur dann zu reagieren, wenn die Krankheit vorhanden
ist —falls iiberhaupt—; genauer: nicht zu reagieren, wenn die Krankheit nicht vorliegt)
sind Eigenschaften, die die Qualitét eines Tests in "reinen” Populationen (Populatio-
nen aus entweder nur kranken oder nur gesunden Probanden) kennzeichnen. Positive
und negative Prddiktheit (auch positiver und negativer prddiktiver Wert” genannt)
kennzeichnen dagegen die Eigenschaften eines Tests in gemischten Populationen. Sie
sind dementsprechend von dem Anteil Kranker in der Population, der ” Prdivalenz”
abhéngig. Nach der BAYES—Formel gilt namlich:
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Positiver Pradiktiver Wert des Tests
= P(Krankh. + | Test +)

. Sensitivitdt x Pravalenz (3.18)
~ Sensitivitiit x Privalenz + (1 — Spezifitiit) (1 — Priivalenz) ’

Analog ist der ” Negative Prddiktive Wert” eines Test definiert durch die Wahrschein-
lichkeit, dass die Krankheit tatsdchlich nicht vorliegt, wenn der Test negativ ist. Er
ldsst sich wie folgt berechnen:

Negativer Pradiktiver Wert des Tests
= P(Krankh. — | Test —)

B Spezifitit x (1 — Prévalenz) (3.19)
~ Spezifitit x (1 — Privalenz) -+ (1 — Sensitivitit) x Privalenz '

Beispiel:
Fin Srceening—Test habe eine Sensitivitat von 0.9 und eine Spezifitit von 0.8 . Der
positive pradiktive Wert ist dann in Abhéngigkeit von der Prévalenz P :

09 x P

Positiver Pradiktiver Wert = 09x P+ (1-08)(1-P)

0.87]

0.67

0.47

0.27]

0 0.2 04 P 06 08 1

Positiver Priadiktiver Wert in Abhéngikeit von der Pravalenz P

Insbesondere sieht man: Auch bei hoher Sensititiviat und Spezifitéit kann der pridiktive
Wert sehr klein (fast gleich 0 ) sein, wenn die Pridvalenz der Krankheit nur
geniigend niedrig ist. Dieses gilt im Prinzip fiir jeden Test (es sei denn die Spezifitét
ist gleich 1).

Woher bekommt man eigentlich die ”Vorwirtsinformation”, bei diagnostischen Tests
also die Werte fiir Sensitivitéit und Spezifitét?
Man untersuche

e cine Gruppe von Patienten, bei denen die untersuchte Krankheit sicher vorhanden
ist,
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e cine zweite Gruppe von Patienten, bei denen die Krankheit sicher nicht vorhan-
den ist,

und wende in allen Fillen das diagnostische Testverfahren an.

Dazu ist es notig, dass es ein Verfahren gibt, das die tatséichliche Situation sicher
erkennen kann. Man spricht dann h#ufig von dem ” Goldstandard”. Es handelt sich
dabei in der Regel um ein aufwendigeres, belastenderes oder nicht immer durchfihrbares
Verfahren.

Die Ergebnisse der Untersuchung kénnen dann in Form einer Vierfeldertafel wie in der
folgenden Abbildung notiert werden.

Tatséchliche Situation

krank gesund
(positiv) (negativ)

. . krank richtige Entscheidung falsch positiv Positiver
Die Diagnose (positiv) a b Vorhersagewert
lautet a/(at+b)

. L X negativer
(g:s:gs) falsch Segatlv richtige Er:jtscheldung Vorhersagewert
9 di(d+s)
Sensitivitat Spezifitat
al(atc) d/(b+d)

Sensitivitat, Spezifitdt und Pradiktive Werte

Man beachte aber unbedingt:

Die in der Tabelle angegebenen Formeln fiir den positiven und den negativen priadiktiven
Wert (rechte Spalte) gelten nur, wenn die Anteile der Kranken und der Gesun-
den der Tabelle denen der Gesamtpopulation entsprechen. Sind dagegen
z.B. die Kranken im Vergleich zur Gesamtpopulation iiberreprisentiert, so liefert die
angegebenen Formel einen zu hohen positiven und einen zu kleinen negativen pradiktiven
Wert. Zur Berechnung dieser KenngréBen muss man dann auf die Formeln (3.18) und
(3.19) zuriickgreifen.

3.9. Haben Wahrscheinlichkeitsverteilungen einen Mittelwert?

Bisher haben wir im Rahmen der Wahrscheinlichkeitsrechnung immer nur von Wahr-
scheinlichkeiten gesprochen, und zwar jeweils in Analogie zu den relativen Hdufigkeiten
in der deskriptiven Statistik. Von dort kennen wir aber noch anderes: Mittelwert,
Streuung, Median und weitere Kenngrofen. Die waren jeweils iiber die Werte der
Beobachtungen einer Stichprobe definiert. Aber in der Wahrscheinlichkeitsrechnung
gibt es keine Beobachtungen, nur Regeln, Formeln und Gleichungen. Wie kommt man
nun zu Definitionen, die den Kenngroflen der deskriptiven Statistik entsprechen? Auch
das wird nun in wenigen Schritten iiber die Analogie von relativen H#ufigkeiten und
Wahrscheinlichkeiten erreicht:
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1. Die ”Ereignisse” (z.B. ”Therapieerfolg”) werden als die mdglichen Werte einer
Variablen” (X,Y...) betrachtet (z.B. der Variablen: ”Ergebnis der Therapie”).
Das Ergebnis des Experimentes ist (auch) von Zufilligkeiten mit beeinflufit. Die
Variable wird daher ”Zufallsvariable” genannt.

Ist z.B. 710” ein moglicher Wert eines Experimentes, und kennzeichnet die Zu-
fallsvariable Y das Ergebnis eines Experimentes, so wird mit

das ”Ereignis” bezeichnet, dass das Ergebnis des Experimentes gleich 10 ist.
Ist Y die ” Anzahl Erfolge bei 3 Versuchen” so bedeutet

(Y > 1) : "Mindestens 1 Erfolg in 3 Versuchen”

2. Die "méglichen Werte” werden bei der Durchfithrung eines Experimentes mit
unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten angenommen.
Sind wy, wa, w3, ..., wx die mdglichen Werte einer Zufallsvariablen Y, so bezeich-
ne

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Y den Wert w; annimmt.

Unter der Verteilung einer Zufallsvariablen Y versteht man die Gesamtheit der
Wahrscheinlichkeiten, mit denen diese Zufallsvariable bestimmte Einzelwerte oder
Wertebereiche annimmt.

3. Der Erwartungswert p der Verteilung von Y ist definiert durch:

K
po= EY)=) wPY =uw) (3.20)
=1

K
= g WiP;
i=1

Er stellt also eine gewichtete Summe der mdglichen Werte einer Zufallsvariablen
dar, wobei als Gewicht eines Wertes w seine Wahrscheinlichkeit P(Y = w)
gewdhlt wird. Dieses entspricht der Definition des Mittelwertes in der deskripti-
ven Statistik: Sind z.B. 1,2 und 3 die moglichen Werte eines Merkmales X, und
liegen die (geordneten) Beobachtungen 1,1,2,2,2,2,2,3,3,3 vor, so ist

8l
Il

1
S (14+1+2424+24+2+2+43+3+3)
10“\#’ d \‘/—/

2 mal 5 mal 3 mal

2 5 3
= 1X1—0+2X1—0+3X1—0

— 1xh(’2) + 2xh(’5") + 3x h("3")

d.h. die moglichen Werte von X werden mit ihren relativen Haufigkeiten gewichtet
und dann addiert. Hier kommt wieder das Prinzip zur Anwendung, wonach
eine Analogie zwischen deskriptiver Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung
iiber die enge Beziehung zwischen relativer H&ufigkeit und Wahrscheinlichkeit
hergestellt wird.
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4. Analog ist die Varianz als die zu erwartende quadratische Abweichung vom Er-
wartungswert definiert:

o? = wvar(Y) = Z(wz —u)? P(Y = w;) (3.21)
K -
= Z(wz - M)2pz

Fertig!

3.10. Grofle Fallzahl und die Folgen: Verteilungen von groflen Summen

FEigentlich will man z.B. ja nur eines wissen: Wie grofl ist die Erfolgswahrscheinlich-
keit einer Therapie? Eine Einzelbehandlung kann dariiber nicht viel aussagen, denn
in das Einzelergebnis gehen auch viele unkontrollierbare Effekte, ” Zufallseffekte” ein.
Also macht man eine Serie von Einzelversuchen und z&hlt die Erfolge in dieser Serie.
Aber diese Anzahl der Erfolge in der Serie ist ja ebenfalls (auch) vom Zufall abhingig.
Um herauszufinden, welche Ergebnisse mit welchen Wahrscheinlichkeiten méglich sind,
muss man sich also auch mit den Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Gesamitergeb-
nissen aus Versuchsserien beschéftigen. Jetzt kommt die Wahrscheinlichkeitsrechnung
erst richtig zum Zug!

3.10.1. Beispiel: Die Binomialverteilung

Ein ” Gesamt”—Experiment bestehe darin, dass ein bestimmtes Einzelexperiment ohne
Verénderung der Versuchsanordnung oder der Rahmenbedingungen n mal durchgefiihrt
wird, wobei keines der Einzelexperimente irgendein anderes Einzelexperiment beein-
fluit. Jedes Einzelexperiment endet mit dem Ergebnis ”Erfolg” oder "kein Erfolg”.
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit fiir genau k Erfolge nach n Versuchen.
Bezeichnungen:

Y; = Zufallsvariable zur Kennzeichnung des Ergebnisses von Versuch Nr. ¢
(1=1,2,...,n)
{0,1} = Menge der méglichen Ausgéinge eines Versuches, mit den Interpretationen
0 = "Kein Erfolg”
1 = 7Erfolg” (3.22)

p = P(Y; =1) die Wahrscheinlichkeit fiir Erfolg im Einzelversuch (i = 1,2,...,n)

T, = Z Y; die Anzahl der Erfolge nach n Versuchen

i=1

Die hier beschriebenen Einzelexperimente werden ” Bernoulli-Experimente” genannt,
und die zugehorige Verteilung

(P(X=0)=1-p, P(X=1)=p} (3.23)

die ” Bernoulli—Verteilung” .
In der folgenden Tabelle wird fiir n = 1,2,3 zunéchst jedes Ereignis (7;, = k) (k <n)
in seine ” Elementarereignisse” zerlegt.
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Beispiel (Zeilen 4 und 5): ” Genau k = 1 Erfolg in n = 2 Versuchen” setzt sich zusammen
aus den Serien (0,1) und (1,0) :

(To=1)=Y1=0Ya=1)U(Y; =1,Y, =0)

Fiir diese Elementarereignisse wird in der folgenden Spalte jeweils nach der Regel (3.10)
iiber die Unabhéngigkeit von Ereignissen die Wahrscheinlichkeit berechnet.
Z.B. ist

Pvi=0,Ya=1) = P[(V1=0)N(Y2=1)]
= (I-p)p
In der folgenden Spalte werden diese Wahrscheinlichkeiten dann addiert (z.B.ist (1 —
p)p+p(1 —p) = 2p(1 —p)).

FEreignisse und Wahrscheinlichkeiten: Genau k Erfolge in n Versuchen:

n | k | Ereignis Wahrsch. | Wahrsch. insgesamt
1{0]0 1-p 1(1-p)
1(1 P 1p
20000 (1-p)(1-p) 1(1-p)°
1101 (1-pp 2p(1 —p)

10 p(1—p)
2111 PP 1p?
310]000 |(A-p-p)(l-p) 1(1—p)?®

11001 (1-p)(L-pp
010 (1-p)p(1 - p) 3p(1 - p)?

100 p(L—p)(1 —p)

21011 (1=ppp
101 p(1—p)p 3p*(1 —p)

110 pp(l —p)
3111 PP 1p3

Nach diesem Schema kann man die allgemeine Formel zur Berechnung von P(T,, = k)
herleiten. Das Ergebnis ist .

e EAUE O 3:24

Darin ist die Erfolgswahrwcheinlichkeit p fiir den Einzelversuch noch offengelassen und
kann durch irgendeinen Wert zwischen 0 und 1 ersetzt werden. In Z#hler und Nenner
des Bruches stehen die ”Fakultéten” von natiirlichen Zahlen. Z.B. ist 4! (sprich ” Vier
Fakultdt”) gleich 1 x 2 x 3 x 4 =24 (und es ist 0! = 1). Beispiel:

P(T, = k) =

Wahrscheinlichkeit fiir genau 1 Erfolg in 4 Versuchen,

wenn die Erfolgswahrscheinlichkeit im Einzelversuch p gleich 0.1 ist,

4]

= —— 01! (1-01)*!
1!(4—1)!0 (1=0.1)
1x2x3x4 1 41

= — 0.1 .
1><(1><2><3)O (09)
24

= F0.11 (0.9)3

= .2916
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Diese Verteilung fiir die Anzahl der Erfolge aus n unabhéngigen Experimenten mit
jeweils gleicher Erfolgswahrscheinlichkeit p heifit die Binomialverteilung B(n,p).
Es folgen einige Beispiele fiir verschiedene Kombinationen von n und p.

Binomialverteilung Binomialverteilung
n=2;,p=05 n=3;p=0.5
a0 80
70 70
;if, 80 §; 80
}:’ E 50
S S
£ £
) )
S S
] w
$ §
= H
Anzahl Erfolge k Anzahl Erfolge k
Abb. 3.2: B(2, 0.5) Abb. 3.3: B(3, 0.5)
Binomialverteilung Binomialverteilung
n=10; p=0.5 n=50;p=0.5
30 15
—~ 25 —_
S S
%’ 20 %’ 10
x x
S S
En E
2 2
g 1 i i g s
£ § § £ :
z ;5 = ! L\
11 e
ol m B o o T
o 2 4 ] 8 10 o 10 20 30 40 50
Anzahl Erfolge k Anzahl Erfolge k
Abb. 3.4: B(10, 0.5) Abb. 3.5: B(50, 0.5)
Binomialverteilung Binomialverteilung
n=10;p=0.8 n=100; p=0.6
30 10
IS g
£ £ N
5 - il
s S f \
= £ s T
2 - s |
g o | 2 [ 1]
£ | ] 11
H [} H
| o H
o m il i .
01 2 3 4 586 7 8 9 10 o 10 20 30 40 50 80 70 80 80 100
Anzahl Erfolge k Anzahl Erfolge k
Abb. 3.6: B(10, 0.6) Abb. 3.7: B(100, 0.6)
Binomialverteilung
n=100;p=0.9
15
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2
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=
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o Y s
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Abb. 3.8: B(100, 0.9)
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3.11. Die Normalverteilung
3.11.1. Der zentrale Grenzwertsatz

Aus den Abbildungen 3.2 - 3.8 zur Binomialverteilung folgt:

1. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die ” Anzahl T, der Erfolge in n Versuchen”
kann fiir wachsendes n immer genauer durch eine stetige, symmetrische Kurve
fn(x) beschrieben werden.

2. Die Gestalt dieser Kurve (”glockenférmig”) ist unabhéngig davon, ob als Erfolgs-
wahrscheinlichkeit fiir den Einzelversuch gleich p = 0.5, 0.6 oder 0.9 gewéhlt
wird.

3. Bildet man zwei Grenzen a und b (in gewissem Mindestabstand voneinander), so
ist die Fliache unter der Kurve f,,(z) zwischen diesen beiden Grenzen etwa gleich
der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Anzahl der Erfolge T,, zwischen diesen
Grenzen liegt (sieche Abb.3.9: jeder Wert k = 1,2,...,n = 50 auf der x-Achse
erzeugt eine S#ule der Breite 1 und der Hohe P(T,, = k) =~ f,(k) und damit
auch der Flache P(T,, = k) = f,(k). Die Summe der Einzelwahrscheinlichkeiten
P(T,, = k) entspricht daher der Summierung der Flichen der einzelnen Sdulen
und damit der Bildung der Gesamtfliche zwischen den Grenzen.) Die Flidche
unter der ”gesamten” Kurve hat daher den Wert 1.

Binomialverteilung
n=50;p=05
15
=
= Ih
gvr A
=
2 AL
£
£ b
o sf
£ :
g L
0
0 10 20 3 40 50
a b

Abb. 3.9: Die Wahrscheinlichkeiten von Intervallen

Mit aufwendigeren mathematischen Methoden kann gezeigt werden, dass die ” Grenz-
funktion” f,(z) die folgende mathematische Gestalt hat:

Ful@) = —— exp(—w> (3.25)

\/% On 202,
Darin ist
L, = mnp der Erwartungswert und
02 = np(l—p) die Varianz
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von 15,
Definition:

1. Die Funktion

T — 2
P () = ﬁ exp <—%> (3.26)

ist die Dichtefunktion der Normalverteilung mit Erwartungswert p und Varianz
o2. Das bedeutet:

Eine Zufallsvariable X ist normalverteilt mit Erwartungswert u und Varianz o>

wenn die Wahrscheinlichkeit fiir Intervalle [a, b] gleich der Fléche unter der Kurve

¢, () zwischen a und b ist:

b
P(X >aund X <b) = /gplu’a(m)dx

Bezeichnung:
X ~ N(p,0?)

2. Durch die sogenannte ” Z—-Transformation” erhilt man eine Normalverteilung mit
Erwartungswert 0 und Varianz 1:
Man subtrahiert den Erwartungswert (dadurch wird die Verteilung auf den Wert 0
zentriert) und dividiert durch die Standardabweichung (dadurch wird die Verteilung
auf die Varianz 1 normiert). Ist X normalverteilt mit Erwartungswert p und Var-

2

ianz o° , so ist

? standard-normalverteilt”
Z ~ N(0,1)

Die Dichtefunktion der Standardnormalverteilung ist nach (3.26):

o(z) = \/LQ_W exp <—%2> : (3.27)

Standard-Normalverteilung:
Dichtefunktion

040
B /\
020

040
2.5%

-1.96

Abb. 3.10: Dichtefunktion der Standard—Normalverteilung

3. Die oben fiir die Binomialverteilung dargestellte ” Annéherung” an die Normal-
verteilung gilt allgemeiner (”Zentraler Grenzwertsatz”):
Sind Y7,Y5 ...,Y, unabhingige Zufallsvariable, die alle dieselbe Verteilung mit
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dem Erwartungswert p und der Varianz o2 haben (die ansonsten véllig beliebig
sein kann!), so ist der Mittelwert daraus (nach Z-Transformation) fir grofie n
angendhert standardnormalverteilt:

— N(0,1) (3.28)

(Hier geht die Information aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung ein, dass die Varianz
des Mittelwertes Y;, gleich %02 ist, siehe Kapitel 4!)

Die grofle Bedeutung der Normalverteilung fiir die Statistik folgt u.a. aus diesem Grenz-
wertsatz: Zum einen bildet man in den Anwendungen héufig lingere ” Versuchsserien”
von unabhingigen Wiederholungen eines Einzelexperimentes; zum anderen kann das
Ergebnis eines Einzelexperimentes selbst das Resultat vieler kleiner " Effekte” sein, die
sich addieren (man denke etwa an die Brownsche Molekularbewegung). Im zweiten
Fall ist das Einzelexperiment selber schon (und nicht erst der Mittelwert aus vielen
Wiederholungen) —angenihert— normalverteilt.

Einen ersten Hinweis dazu, ob eine Zufallsvariable normalverteilt ist, kann man dem
Histogramm entnehmen (siehe Abb. 2.6): Dort waren die einzelnen Séulen so gewé&hlt,
dass ihre Fldchen gleich den Wahrscheinlichkeiten fiir die zugrundeliegenden Inter-
valle sind. Fafit man die obere Begrenzung der Siulen eines Histogramms insgesamt
als "Kurve” auf, so miifite also bei einer normalverteilten Zufallsvariable das His-
togramm in diesem Sinne angenéhert mit der Dichtefunktion einer Normalverteilung
iibereinstimmen. Um einen direkten Vergleich zu erhalten, legt man haufig Histogramm
und Dichtefunktion der Normalverteilung iibereinander, wobei in der Funktionsglei-
chung (3.26) die unbekannten ”Parameter”, Erwartungswert p und Varianz o2, durch
die Stichprobenwerte T und s2 ersetzt werden. Beispiele:

24 12

J N
. SN

12

8

4

0

10 20 30 40 50 60 70 80 zs1

Abb. 3.11: Rechtsschiefe Verteilung Abb. 3.12: ”Ungeféihr normalverteilt”

Wihrend im linken Beispiel deutliche Abweichungen von der Normalverteilung erkennbar
sind, wird man im rechten Bild die Unterschiede zwischen Histogramm und Nor-
malverteilungskurve auf die Ungenauigkeiten und Schwankungen der Stichprobe zu-
riickfiihren (ausgenommen eventuell am linken Rand der Kurve?).

3.11.2. Die kumulative Verteilungsfunktion

Die Normalverteilung ist durch ihre Dichtefunktion (3.26) vollstindig definiert. Aus
dieser Funktion sind aber irgendwelche Wahrscheinlichkeiten nicht unmittelbar ables-
bar, vielmehr mufl man dazu die ”Flichen unter der Kurve” in den gewiinschten Inter-
vallen bilden (d.h.: das Integral der Kurve). Einen wichtigen Spezialfall hierzu bildet
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die ”Flache bis zur Stelle y”. Ist allgemein Y eine Zufallsvariable mit der Dichtefunktion
fly), soist :

Fly): = P(Y <y) (3.29)

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Y hochstens den Wert y annimmt. F(y) wird die
kumulative Verteilungsfunktion von Y genannt (siehe Abb. 3.13).

0.006
0.005
0.004 - F(y

—
> 0003
=

0.002 -

0.001 -

0 100 200 300 400 T 500 600

0.000

y

Abb.3.13: Dichtefunktion f und kumulative Verteilungsfunktion F

Diese Definition entspricht derjenigen aus der deskriptiven Statistik. Zur besseren Un-
terscheidung spricht man dort auch von der ” empirischen” kumulativen Verteilungs-
funktion.

Speziell erhilt die Standardnormalverteilung die Bezeichnung ®(y) :

B(y) = /y (1)t = % /y exp (-?) du (3.30)

Aus der Funktion F(y) kann man leicht auch weitere Wahrscheinlichkeiten ablesen.
z.B. ist
Pla<Y <b) = PY <b)—P(Y <a)
= F(b) — F(a) fir a <b, und

P(Y>a) = 1-P(Y <a)
= 1—F(a)

Die in der deskriptiven Statistik gebildeten Definitionen fiir Kenngréflen einer Verteilung,
die aus der empirischen kumulativen Verteilungsfunktion ablesbar sind, werden nun
-bis auf Minimum, Maximum und Range— unverindert auf die kumulative Verteilungs-
funktion der Wahrscheinlichkeitsverteilung iibetragen. Speziell erhilt man fiir die
Standard—Normalverteilung die folgenden numerischen Werte (siehe auch Abb. 3.14
und 3.15):
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N(0,1) N(u,0?)
2.5%-Quantil | —1.960 | p© — 1.960 o
5%—Quantil | —1.645 | p— 1.645 o
Median 0 W
95%—Quantil 1.645 | p+1.645 ¢
97.5%—Quantil 1.960 | ©+1.960 o
16%—Quantil -1 L= o
84%—Quantil 1 w+ o

Standard-Normalverteilung:
Kumulative Verteilungsfunktion

1.00
A
0975 1
0.80

080 |
0.50
0.40

&% mmi
o025 L |
gop —— v —F - g o n oo s s ol x
3.0 20 1.0 0,0 1.0 2,0 3.0
96 1.96
1.645 0
Abb. 3.14: Standardnormalverteilung N(0,1)
Normalverteilung:
Kumulative Verteilungsfunktion
R R e e e e
080 [+ b A
0.60 ffffffffffffffffffffffffffffffff
50% |
[ e el B e
0.20 ———————————————————————————————————————————————
2.5 %0t
“-2 o " W+ 20

Abb. 3.15: Normalverteilung N(p, 0%)

Aus den letzten beiden Zeilen der Tabelle zu den Normalverteilungsquantilen folgt noch,
dass zwischen p — o und g+ o (bzw. bei der Standardnormalverteilung zwischen
—1 und +1) 84% — 16% = 68% der Wahrscheinlichkeit liegt. Weiterhin folgt: Will
man einen Bereich festlegen, der symmetrisch zum Wert 0 ist und der mit genau 95%
Wahrscheinlichkeit angenommen wird, so mufi man das Intervall von p — 1.960 o

bis p + 1.960 o wéhlen. In guter Nidherung wird daher oft der Bereich p £ 2 o als
” Normbereich” eines Merkmals festgelegt.

Die wesentlichen Eigenschaften der Normalverteilung konnen wie folgt zusammenge-
fasst werden:

1. Die Normalverteilung ist eine stetige symmetrische Verteilung. Das Maximum
der Verteilungsdichte liegt beim Erwartungswert p

2. Die Fldche, die von der Dichtefunktion der Normalverteilung zwischen x1 = —ko
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und xg = p—ko (k > 0 beliebig) eingeschlossen wird, ist fiir alle Normalverteilun-
gen gleich grofl. Zur Verdeutlichung die folgende Tabelle

k Intervallgrenzen Anteil der Teilflache
1 X= ux1l*c 68,27 %
2 X= U2 95,44 %
3 X= Ut 3o 99,73 %
4 X= Hx4c 99,99 %
1,64 X= U164 90 %
1,96 X= H+196*c 95 %
2,58 X= U %258 99 %
2,81 X= H+28l%c 99,5 %

In der Praxis werden die 20—, 30— Bereiche haufig zur Berechnung von Normbereichen
benutzt.

Im folgenden Beispiel eines angendhert normalverteilten Merkmales sind diese Kenn-
groBen ablesbar, wobei fiir das 2.5%— und das 97.5%Quantil die Naherung p + 2 o
eingezeichnet ist:

Die Atmungsfunktion vor Transportbeginn
(Horowitz-Index)
0.006
0.005 - 68%
0.004
0.003
0002 . 1% 1 M
- VT %P ] 2.5 %
0.001 -
0.000 e L L T AT A A %
0 100 200 300 400 500 600
Atmungsfunktion (Horowitz-Index)

Normalverteilung mit 1- und 20 - Bereichen
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4. Statistisches Schitzen (GK4)

4.1. Einfiihrendes Beispiel:

In vier parallel durchgefiihrten Kursgruppen zur Biomathematik wurde folgendes Zu-
fallsexperiment durchgefiihrt:

Alle StudentInnen wurden gebeten, ihren Puls zu messen. Dann sollten sie moglichst
lange die Luft anhalten und anschlieSend erneut den Pulsschlag messen. Die Verdnderungen
("Nachher minus Vorher”) wurden als Messergebnisse aufgeschrieben.

Man bildet nun -fiir jede der 4 Kursgruppen getrennt- nach jedem angegebenen Mess-
wert erneut den Mittelwert aus den bis dahin vorliegenden Angaben iiber die
Pulséinderung. Die Folge dieser Mittelwerte wird in ein Diagramm eingetragen. Man

erhilt folgendes Bild:

Der Mittelwert y nach n Beobachtungen
in 4 unabhéngigen Versuchsserien

10 +
] — . —
5 %;;\—f’\ww/

y: Pulsénderung (/min)
o

0 20 40 50 60 80 100

Stichprobenumfang n

Abb. 4.1: Zufallsschwankungen des Mittelwertes

Man erkennt daraus:

1. Innerhalb jeder Versuchsserie zeigen sich Schwankungen des Mittelwertes.
2. Die Schwankungen werden mit zunehmendem Stichprobenumfang kleiner.

3. Die vier Versuchsserien erscheinen ”bis auf zufiillige Schwankungen” dhnlich, ins-
besondere:

4. Alle vier Versuchsserien scheinen sich auf denselben Wert (etwa &5 Schlige/min)
hin zu ”stabilisieren”.

Diese Beobachtungen entsprechen weitgehend denen aus Kapitel 3.1, in dem die re-
lativen Hdaufigkeiten fir ”Erfolg” in Abhéngigkeit vom Stichprobenumfang betrachtet
wurden (siehe auch Abb. 3.1).

Die Abbildung 4.1 macht noch einmal deutlich, dass die exakten empirischen Ergeb-
nisse einer Untersuchung eigentlich ”nicht so besonders interessant” sein kénnen: Unter
denselben Rahmenbedingungen kann nach Abbildung 4.1 der Mittelwert der Pulsénde-
rung nach 50 Versuchen z.B. 4.0, 6.3, 4.7 oder 6.3 Schlige/min betragen.
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In diesem Sinne ist jedes numerische Ergebnis eines Zufallsexperiments nur eine Zu-
fallszahl!

Interessanter wire es im vorliegenden Fall vielmehr, denjenigen Wert zu erfahren, auf
den sich alle vier Versuchsserien offenbar ”einpendeln”.
Im Rahmen der Wahrscheinlichkeitsrechnung bedeutet dieses:

1. Die Pulséinderung Y ist eine Zufallsvariable, deren Wahrscheinlichkeitsverteilung
durch die Rahmenbedingungen (Versuchsanordnung und Probandenauswahl) fest-
gelegt ist.

2. Es interessiert der Erwartungswert p dieser Verteilung.

Diesen Erwartungswert kann man nicht mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung
berechnen. (Die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten ist immer nur dann moglich,
wenn alle Basisinformationen iiber das Experiment vorhanden sind oder entsprechende
Annahmen gemacht werden wie z.B. beim Miinzwurf: Die Miinze muss unverfalscht
sein und die einzelnen Wiirfe miissen unabhéingig voneinander durchgefiithrt werden.
Daher ist man auf die Durchfiihrung von Fzperimenten angewiesen, die unter den
genannten Rahmenbedingungen durchgefiihrt werden. Aus den Daten einer vorliegen-
den Versuchsserie bildet man dann den Mittelwert und interpretiert diesen als eine
? Schitzung” des Erwartungswertes.

Allgemein gilt nach dem ”Gesetz der grofien Zahl”

Der Mittelwert eines Merkmales Y, gebildet aus n Beobachtungen, strebt
mit wachsendem Stichprobenumfang n gegen den Erwartungswert der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung von Y.

Dies ist ein Ergebnis der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Es macht deutlich: die Er-
fahrungen aus empirischen Beobachtungen (siehe Abb. 3.1 und 4.1) entsprechen den
Ergebnissen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Dariiber hinaus liefert das Gesetz der
groflen Zahl auch eine theoretische Begriindung fiir die Interpretation des empirischen
Mittelwertes als Schitzung fiir den Erwartungswert.

Diese Grundgedanken werden in den folgenden Abschnitten noch konkretisiert und
weiter ausgebaut.

4.2. Grundgesamtheit und Stichprobe (GK 4.1)

Nach diesen Voriiberlegungen hat der Mittelwert 3 aus den beobachteten Werten y;,
Y2, -..,Yn zweierlei Bedeutung:

1. Im Rahmen der deskriptiven Statistik ist 3 ein Verteilungsparameter, der die
(mittlere) Lage der Stichprobenwerte y1, ya,...,Yyn beschreibt.

2. Aus Sicht der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist 7 ein Wert, von dem man weif},
dass er mit wachsendem n beliebig nahe an den FErwartungswert einer Wahr-
scheinlichkeitsverteilung herankommt.

Voraussetzung hierfiir ist aber:
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1. Man geht (wie auf Seite 41 beschrieben) von einem wohldefinierten Zufallsexpe-
riment aus.

2. Die mdglichen Ausgénge des Experimentes werden durch die Wahrscheinlichkeits-
verteilung einer Zufallsvariablen Y beschrieben.

3. Die Beobachtungen y1, y2, . . ., yn sind die Ergebnisse von n unabhéngigen Durch-
fithrungen dieses Experimentes. In mathematischer Terminologie:

Die Beobachtungen y1, yo,...,yn sind Realisationen von n unabhdngigen Zu-
fallsvariablen Y1,Ya, ..., Y, die alle dieselbe Wahrscheinlichkeitsverteilung (wie
Y ) haben.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Y bzw. das zugrundeliegende Zufallsexperiment
mit allen seinen Rahmenbedingungen wird als die ” Grundgesamtheit” bezeichnet, und
die Beobachtungen y1, y2,- - ., ¥y, bilden eine ” Stichprobe vom Umfang n”.

Der Aussagewert einer statistischen Untersuchung, insbesondere z.B. einer klinischen
Studie, hingt wesentlich davon ab, bis zu welchem Grade die genannten Voraussetz-
ungen eines Zufallsexperimentes als gegeben angenommen werden konnen. Deshalb
spielen die Versuchsplanung und die Versuchsiiberwachung eine elementare Rolle in
der experimentellen Forschung. (Niheres hierzu im ”Okologischen Kurs”.)

4.3. Schitzwerte und ihre Eigenschaften (GK 4.2 und 4.3)

Es hat sich nun herausgestellt (ob man will oder nicht und ob man es weifl oder nicht):
In klinischen Untersuchungen ist der Arzt/die Arztin auf der Suche nach Kenngrifen
("Parametern”) von Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

Beispiele:

o Die Wirksamkeit einer Behandlung unter standardisierten Bedingungen ist de-
finiert durch die Wahrscheinlichkeit p fiir Erfolg der Behandlung oder durch
die Differenz dieser Wahrscheinlichkeit im Vergleich zur Erfolgswahrscheinlichkeit
einer Placebo-Behandlung.

e Der Finfluss des Luftanhaltens auf die Pulsfrequenz ist definiert durch den Er-
wartungswert p der Pulsdnderung.

e Das Ausmaj der Progression einer Koronarsklerose nach einem Jahr ist definiert
durch den Erwartungswert p der Differenz der Stenosendurchmesser zwischen
beiden Zeitpunkten.

4.3.1. Schitzung des Erwartungswertes

Im Falle des Erwartungswertes ist nun aufgrund der dargestellten Beziehung zwischen
Grundgesamtheit und Stichprobe naheliegend:

Der (empirische) Mittelwert einer Stichprobe wird als ” Schitzwert” fiir den unbekann-
ten Erwartungswert p angesehen.

Ganz allgemein konnen die in der deskriptiven Statistik gebildeten (empirischen) Kenn-
grofien einer Hdufigkeitsverteilung als Schdtzung der korrespondierenden Kenngrdfien
der Wahrscheinlichkeitsverteilung (der Grundgesamtheit) aufgefait werden.
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Wir hatten nun aber mehrfach gesehen, dass der Schétzwert y,, eigentlich immer falsch
ist (denn er &ndert sich sténdig, nach jedem neuen Einzelversuch und von einer Ver-
suchsserie zur andern). Da es aber keine Alternative zur Schitzung gibt (Rechnen
geht nicht: die Voraussetzungen sind nicht exakt bekannt), versucht man wenigstens,
herauszufinden, wie gut denn die Schétzung ist.

Fiir die Schatzung des Erwartungswertes durch den Stichprobenmittelwert gilt dazu
Folgendes:

1. Bildung des Mittelwertes:
Die Zufallsvariablen Y1,Y>, ...,Y, beschreiben die Ergebnisse der n unabhéngigen
und unter gleichen Bedingungen durchgefiihrten Einzelexperimente mit zufélligem
Ausgang. Der Mittelwert daraus:

- Vi+Yat...+Y, 1
Yn= " =LY

ist ebenfalls vom Zufall abhingig und daher eine Zufallsvariable.

2. Wenn pp = E(Y7) = E(Yz2) = ... = E(Y,,) den gemeinsamen Erwartungswert aller
Einzelexperimente bezeichnet, so gilt fiir den Erwartungswert des Mittelwertes
Y

E (7n) =K

Dies kann so interpretiert werden, dass der Erwartungswert 2 vom empirischen
Mittelwert Y,, —nicht im Einzelfall, aber ”in der Erwartung”— richtig geschitzt
wird. Der Mittelwert Y,, wird daher als ” erwartungstreuer Schitzer” fiir p be-
zeichnet.

3. Bereits erwdhnt wurde, dass nach dem ”Gesetz der grofien Zahl” der Mittel-
wert Y, fiir groe n beliebig nahe an den gesuchten Parameter p herankommt.
Aufgrund dieser Eigenschaft heifit Y,, auch ”konsistenter” Schitzer fiir p.

Daher ist man mit dem Schitzer Y, also zumindest auf dem richtigen Weg zum Er-
wartungswert g !

4.3.2. Schitzung der Varianz

2

Die Varianz o einer Verteilung war nach (3.21) definiert als die "zu erwartende qua-

dratische Abweichung vom Erwartungswert”:

K
o? =var(Y) = Z(wz —u)? P(Y = w;)
i=1
wobei w; (i = 1,2,...,K) die moglichen Werte von Y bezeichnen. Analog dazu war

in der deskriptiven Statistik fiir eine Stichprobe y1, yo, ..., ¥y, von Beobachtungen des
Merkmals Y die ”empirische” oder ”Stichproben”—Varianz durch




definiert. Beachtet man, dass die Beobachtungen 1, yo, .. .,y, Realisierungen von n
unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen Y7, Y5, ...,Y, sind, so kann man

1 «— —
3%/ = Z(Yz - Yn)2
i=1

n—1

nun als Schdtzer fiir die Varianz o? der Grundgesamtheit auffassen. Man kann zeigen,

dass s% ? erwartungstreu” ist:

D.h.: ”Im Schnitt” trifft die Stichprobenvarianz s%, genau die Varianz ”in der Grund-
gesamtheit” o2 . Die Division durch n — 1 statt durch n erhilt hiermit also ihre genaue
Begriindung.

4.3.3. Der Standardfehler des Mittelwertes

Konsistenz und Erwartungstreue von Y, sind schon mal wiinschenswerte Eigenschaften
des Schitzers Y,,. Fiir die jeweilige Anwendung will man aber auch noch wissen, mit
welcher Unsicherheit der in einer Studie aktuell gefundene Mittelwert ¥ immer noch
verbunden sein kann: % ist ja nur die Realisierung einer Zufallsvariablen Y,: Mit
welchen Abweichungen vom Erwartungswert ¢ muss man immer noch rechnen?

Aus der Abbildung 4.1 geht hervor, dass die Streuung des Mittelwertes mit wach-
sendem Stichprobenumfang kleiner wird. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung kann das
prézisieren:

Ist 02 = var(Y;) die Varianz der Einzelversuche Y7,Ys,...,Y,, so hat der Mittelwert
Y, aus n Einzelversuchen nur noch die Varianz bzw. die Standardabweichung

var(Y,) = %02 bzw. (4.1)
o(Vy) = %02:% (4.2)

(Die ” Sigma durch Wurzel n” — Regel)

Das wollen wir doch mal sehen!

Dazu haben wir das Eingangsexperiment (Pulsénderung nach Luftanhalten) noch in 9
weiteren Versuchsserien wiederholt, wenn auch nur bis n = 20 je Versuchsserie:
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Der Mittelwert y nach n Beobachtungen
in 13 unabhéngigen Versuchsserien
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Abbildung 4.2

Sehen wir erst mal nur danach, wie die Mittelwerte streuen. Bei jedem Stichprobenum-
fang wird dazu die Streuung der Mittelwerte aus diesen 13 Versuchsserien berechnet und
in das folgende Diagramm eingetragen. Zusétzlich ist noch die theoretisch berechnete
”Sigma durch Wurzel n”- Regel eingezeichnet:

Die Standardabweichung des Mittelwerts y
nach n Beobachtungen

20 |
15 \
10

57 —— berechnet
E T\-I\r —— beobachtet

-10 1

s(y): Pulsanderung (/min)
IS
[u—
—
—

-15 1
20

Stichprobenumfang n

Abb. 4.3

Offenbar stimmen Vorausberechnung und Beobachtung recht gut iiberein. Das ist pri-
ma: dann brauchen wir zukiinftig eine Versuchsserie nicht -wie hier getan- mehrfach zu
wiederholen, um die Streuung des Mittelwertes der Serie zu berechnen; die eine Serie
reicht: wir berechnen daraus die Varianz und dividieren durch Wurzel n - fertig!

Nur ein kleines Problem noch: Die Varianz o2 ist ja nicht wirklich bekannt. Man
muss sie daher durch die Schétzung der Varianz, also durch 5%, ersetzen. Die Streu-
ung des Mittelwertes wird also geschétzt durch ”S durch Wurzel n” statt durch ”Sig-
ma durch Wurzel n”. Man nennt dies den ” Standardfehler des Mittelwertes” (engl.
S.E.M.="Standard Error of the Mean”):

S.E.M. =X (4.3)

S
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Einschub: Wie liigt man mit Statistik?

Beispiel: Es soll dargestellt werden, wie die Verteilung des Pulsschlags vor und nach
dem Luftanhalten ist und ob es dabei Unterschiede zwischen Frauen und Ménnern gibt.
Erster Versuch: Graphische Darstellung von Mittelwert + Standardabweichung (T=+s).
Ergebnis in Abbildung 4.4 (s.u.). Interpretation: Zwischen unterem und oberem Balken
sind (bei Normalverteilungsannahme) jeweils etwa 68 % der Studierenden vertreten.
Es gibt also sehr breite Uberlappungen aller Verteilungen. Und es gibt eine Erhohung
der Werte nach dem Luftanhalten. Diese Erhthung ist bei den Studenten stérker
ausgepragt als bei den Studentinnen. Aber offenbar ist die Erhthung in keinem Fall
"riesig grof}”, jedenfalls nicht so grof wie z.B. schon allein die Standardabweichung der
Werte.

Der Untersucher findet diese Darstellung nicht imposant genug. Aber es soll doch
imponieren. Also sucht er nach Wegen, die Balken enger zu kriegen, und erinnert sich

an S.E.M. Mit T+ S.E.M. erhélt er folgendes Bild (Abb. 4.5):

100 85
R e 2 -
80 % 1
m ] 75
! 1 —a
70 o 1 ¥
B e ] T '
i 60 [J Puls, 1. Messung 7 o [ Puls, 1. Messung
+ — +
I I
= 50 - Puls, 2.Messung S 65 - Puls, 2. Messung
N= 239 239 237 237 N= 239 239 237 237
mannlich weiblich mannlich weiblich
Geschlecht Geschlecht
Abb. 4.4: T+ s Abb. 4.5: T+ S.E.M.

Das sieht schon besser aus: Riesige Unterschiede a) zwischen Méannern und Frauen
bei der ersten Messung, und b) jeweils zwischen erster und zweiter Messung. Diese
Abbildung kommt ins paper!

Ist das nun gelogen oder gemogelt?

Nicht wirklich, alles ist korrekt (sofern das Konstruktionsprinzip fiir die Fehlerbalken
richtig angegeben wird). Es werden aber unterschiedliche BewertungsmafBstéibe fiir die
Mittelwertsunterschiede herangezogen: Links die Streuung der Werte in der Unter-
suchungspopulation, also die Streuung der Werte zwischen den einzelnen Studierenden;
und rechts die Streuung des Mittelwertes nach 237 bzw. 239 Versuchen!  Die ist
natiirlich erheblich kleiner, némlich nur 1/4/237 ~ 1/15 -tel der Streuung der Werte
in der Population! In dieser Darstellung wird der Stichprobenmittelwert eigentlich
7gegen den Zufall” verglichen. Bei geniigend groflem Stichprobenumfang kénnen da
kleine (auch klinisch unbedeutende) Mittelwertsunterschiede bedeutsam erscheinen,
wenn sie grofler sind als das, was man bei rein zufilligen Mittelwertsschwankungen er-
warten wiirde. Das Mogeln beginnt erst dann, wenn man explizit oder unausgesprochen
die Bewertungsmafstédbe vertauscht und von statistisch erkennbaren Mittelwertsunter-
schieden zu klinischer Relevanz {ibergeht.
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4.3.4. Die Verteilung des Mittelwertes

1. Nach dem Zentralen Grenzwertsatz (3.28) ist fiir grofle Stichprobenumfinge der
standardisierte Mittelwert "ungefdhr” normalverteilt:

In 7 H o N(0,1) (4.4)

Geht man davon aus, dass die Varianz o? der Grundgesamtheit ”hinreichend”
genau durch die empirische Varianz s% geschitzt wird, so kann man darin o
durch sy ersetzen, d.h. auch

Voo p _ Yu—p
5 S.E.M.

I~

S

ist "etwa” standard-normalverteilt.

2. Kann man eine Normalverteilung nicht erst (nach dem zentralen Grenzwertsatz)
fiir den Mittelwert Y;, annehmen, sondern bereits fiir das Einzelexperiment Y,
sind also alle ”Einzelversuche” Y; normalverteilt mit gleichem Erwartungswert
und gleicher Varianz:

Y;'NN(M,UQ) (Z:17277n)

so kann man mit mathematischen Mitteln zeigen, dass dann auch der Mittelwert
(exakt, nicht "ungefdhr”!) normalverteilt ist:

- 1 & o?

Y, = - X;Yz ~ N(u, ;) und daher
Y, —

Z, = L N0
%(T

Ersetzt man in dieser Situation wieder die (in der Regel unbekannte) Varianz
0% durch den Schitzwert 5%,, so ist die resultierende Verteilung wieder exakt
berechenbar, jedoch stimmt sie —wie sich nach den vorigen Regeln vermuten l148t—
erst fiir grofle Stichprobenumfinge mit der Standard—Normalverteilung iiberein:
Die Verteilung von -
_Ya—p
Sy
Jn
heiit die (Student’sche) ”¢-Verteilung”. Wie die Standard-Normalverteilung ist
die t—Verteilung symmetrisch zum Wert 0. Da bei der Definition von 7, im Nen-
ner statt der konstanten Zahl o die stichprobenabhéingige Streuung sy steht, hat
die t—Verteilung aber eine etwas grolere Varianz. Dadurch sind die Quantile der
Verteilung —absolut gesehen— gréfler als die der Standard—Normalverteilung.

T, :

(4.5)

Die Abweichung von der Normalverteilung ist um so kleiner, je grofler der Stich-
probenumfang n ist (denn mit wachsendem n wird ¢ immer sicherer durch sy
geschiéitzt). Insgesamt fiihrt dies dazu, dass fiir jedes n eine ”eigene” t—Verteilung
definiert ist. Sie wird durch die Anzahl der ” Freiheitsgrade” (df = degrees of
freedom) niher charakterisiert. Allgemein:

Der standardisierte Mittelwert aus n Beobachtungen ist t—verteilt mit
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df = n — 1 Freiheitsgraden.
In der folgenden Abbildung 4.6 ist als Beispiel die Dichtefunktion der ¢-Verteilung

mit10 Freiheitsgraden zusammen mit den Markierungen des 2.5%— und des 97.5%—
Quantils dargestellt. Dies ist die Verteilung von T,, fiir n = 11.

t-Verteilung mit df = 10 Freiheitsgraden

Dichtefunktion
0.50

0.40
0.30
0.20
0.10

2.5 %

0.00

-2.228 2.228

Abb. 4.6: t-Verteilung mit 10 Freiheitsgraden (Dichtefunktion)

. Aus dieser Abbildung ist beispielsweise abzulesen:

Das 97.5%—Quantil der t—Verteilung mit 10 Freiheitsgraden ist 2.228 (statt 1.96
bei der Standardnormalverteilung). Es wird mit t19, 9.975 bezeichnet: t19 9975 =
2.228. Allgemein bezeichnet ¢,,_1 4 das ¢-Quantil der ¢t—Verteilung mit n —1
Freiheitsgraden. Einige weitere Beispiele:

Freiheitsgrade(df): 5 10 50 100 00
q
0.5%Quantil | —4.032 | —3.169 | —2.678 | —2.626 | —2.576

1% Quantil | —3.365 | —2.764 | —2.403 | —2.364 | —2.326
2.5%Quantil | —2.571 | —2.228 | —2.009 | —1.984 | —1.960
5%—Quantil | —2.015 | —1.812 | —1.676 | —1.660 | —1.645
95%—Quantil 2.015 1.812 1.676 1.660 1.645
97.5%Quantil 2.571 2.228 2.009 1.984 1.960
99%—Quantil 3.365 2.764 2.403 2.364 2.326
99.5%Quantil 4.032 3.169 2.678 2.626 2.576

Aufgrund der Symmetrie der Verteilung zum Wert 0 gilt z.B.(speziell fir ¢ =
a/2):
P(ITu| <th11-ap) =1-a, (4.6)
d.h. T, ist mit der Wahrscheinlichkeit 1 — o Werte dem Betrage nach hochstens
gleich dem oberen «/2-Quantil an.
Umgekehrt ist daher
P(|Tn| > th-11-a/2) = @, (4.7)
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und speziell fiir « = 0.05 = 5% :
P(|Tn| > tn,170_975) =0.05 = 5%: (48)

T,, ist mit der Wahrscheinlichkeit von 5% dem Betrage nach grofier als
das obere 97.5%—Quantil der t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden.

4.4. Einschub: Das Dilemma der reinen Wahrscheinlichkeitsrechnung

Wahrscheinlichkeitsrechnung ist reine Mathematik. Die numerische Berechnung von
Wahrscheinlichkeiten ist immer nur unter bestimmten Annahmen und Voraussetzun-
gen moglich (z.B. wenn man den Erwartungswert einer Verteilung kennt). Aber iiber
eben diese Voraussetzungen weifl man in der Regel nichts.

Man kann z.B. berechnen, dass (fiir n=11): %ﬁ mit 95% Wahrscheinlichkeit < 2.28

n

ausfallen muf}. Aber was nutzt einem das, wenn man g nicht kennt?

Die 5%—Hiirde: Aktuelle Stichprobenwerte versus Wahrscheinlichkeitsrech-
nung

Grundsatz:

Akzeptiere eine Annahme tber die Verteilung von Y dann, aber auch nur
dann, wenn die aktuelle Beobachtung aus der Stichprobe unter dieser An-
nahme nicht als ”zu unwahrscheinlich” erscheint!

Ubliche Grenze hierfiir: 5% Wahrscheinlichkeit (die ” 5% Hiirde”).

4.5. Konfidenzbereich: Welcher Erwartungswert einer Verteilung ist mit
den Stichprobendaten ”vertraglich”?

Mit Wahrscheinlichkeit 95% fillt (fir n=11) die TestgroBe T}, := Y274 zwischen die
n
Grenzen -2.228 und +2.228 (siehe Abb. oben), d.h.:

92228 < Y"Sy_“ und Y”Sy_“ < 2.228
Vn Vn

1. Daher ist jeder Wert p mit den vorliegenden Daten 7, und s, (Mittelwert und
Streuung) noch ”vereinbar”, der in diesem Sinne ”"nahe genug am Stichproben-
mittelwert ¥, liegt”, fiir den also beide Ungleichungen erfiillt sind. L&st man
diese nun in 2 Schritten nach w auf, so ist dies gleichbedeutend mit:

. S _ _ S
Schritt 1: —2.228 \/—yﬁ <Y, — I und Yy — 1 < +2.228 \/—yﬁ

Schritt 2

v <y —}—2.228i rechte Grenze) und 7, — 2.228 Sy < u (linke Grenze
" Vn n Jn
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2. Man erhalt also das Intervall mit den Grenzen

— S _ S
U, — 2.228 \/—yﬁ und Uy, + 2.228 \/—yﬁ )
Bei dieser Konstruktion passiert es nur mit einer (Fehler-) Wahrscheinlichkeit von

5%, dass man mit dem angegebenen Intervall den ”wahren” Parameter p nicht
erfasst.

3. Allgemeine Version: Das von der Stichprobe abhéngige, also zufdllige Intervall
mit den Grenzen

Sy — Sy
—ln11-a/2 7n und Yo +tn_11-a/2 NG

tberdeckt den wahren Erwartungswert p der Verteilung von Y in der Grundge-

Y (4.9)

samtheit mit der Wahrscheinlichkeit von 1 — o.

Das Intervall (4.9) wird ” Konfidenzintervall fir den Erwartungswert p zum Niveau
1 — a” genannt.

Wie man aus der Gleichung sieht, ist es symmetrisch zum Mittelwert. Seine Lénge ist
2X ty 11 ap X S—\/Yﬁ, ist also proportional zum Standardfehler des Mittelwertes %,

und zum oberen (1 — «/2)-Quantil der ¢-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden.

Rechenbeispiel:

Bei n = 13 Patienten mit peripheren arteriellen Stenosen wurde die Zunahme (Y") der
Plaque-Fliche (gemessen in e¢m?) innerhalb eines Jahres gemessen. Man erhielt die
folgenden Ergebnisse:

7 = 0.21
sy = 0.32

Da die Anzahl der Beobachtungen n = 13 war, wird zur Berechnung des 95%—Kon-
fidenzintervalls das 97.5%—Quantil der t—Verteilung mit n — 1 = 12 Freiheitsgraden
benotigt. Aus einer entsprechenden Tabelle liest man ab:

tyg, 97.59% = 2.179

Daraus erhilt man die folgenden Grenzen fiir das 95%—Konfidenzintervall:

0.21 — v.52 2.179  und 0.21 + v-32 2.179:

Vi3 V13
also:
0.017 (linke Grenze) und 0.403 (rechte Grenze).

Interpretation: Die mittlere Zunahme betrug 0.21 cm?

Zunahme liegt in der Grundgesamtheit (d.h.: falls die hier geltenden Rahmenbedin-
gungen fiir die Stichprobenauswahl, die Behandlung und die Mefimethoden eingehalten
werden) zwischen 0.017 em? und 0.403 em?. Und: die Methode, die zu dieser Aussage
gefiihrt hat, liefert mit 95% Wahrscheinlichkeit eine richtige Aussage.

. Der Erwartungswert fiir die
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Man beachte: die Aussage: ”Der Ewartungswert liegt mit 95% Wahrscheinlichkeit zwischen
0.017 ¢m? und 0.403 ¢m?” wire nicht richtig, denn der Erwartungswert ist ein fester Wert
und ist insbesondere also auch nicht zufallsabhdngig. Eine Wahrscheinlichkeitsaussage kann
sich daher auch nicht auf die Lage des Frwartungswertes beziehen sondern nur auf zufdllige
FEreignisse, in diesem Fall also auf die Grenzen des Intervalls. Dies steht in Ubereinstimmung
damit, dass in der Formel (4.9) die Zufallsvariablen ¥, und sy (groBes Y) und nicht deren
mogliche Realisierungen (kleines y) notiert sind.
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5. Statistisches Testen (GK 5)

5.1. Vom Konfidenzbereich zum statistischen Test (GK 5.1)

Am Ende des vorigen Abschnitts wurde die Bildung eines Konfidenzbereiches als ein
Verfahren vorgestellt, welches den “wahren Wert” des Parameters einer Verteilung
(z.B. Erwartungswert p einer Normalverteilung, Wahrscheinlichkeit p einer Bernoulli-
Verteilung) mit vorgegebener Wahrscheinlichkeit (z.B. 95%) tberdeckt. Aus der Her-
leitung ging hervor, dass man einen Konfidenzbereich auch auffassen kann als die
Gesamtheit derjenigen numerischen Werte, die der interessierende Paramter haben
kénnte, ohne dass die vorliegenden Daten ”ernsthaft dagegen sprdichen” (dies war im
Fall des Erwartungswertes p durch die Bildung des 95%Bereichs des standardisierten
Stichprobenmittelwertes Y, prizisiert worden). Kurz gesagt: Ein Konfidenzbereich
enthdlt alle diejenigen Parameterwerte, die mit den Daten der Stichprobe “vertrdiglich
sind”.

Wiéhrend man mit der Bildung des Konfidenzbereiches also zunéchst ”offen” an die
Untersuchung eines Paramters herangeht, interessiert man sich oft dariiber hinaus oder
gar ausschliefllich fiir einen ganz bestimmten hypothetischen Wert des Parameters, z.B
1 =0, und mochte wissen, ob dieser spezielle Wert "mit den Daten vertraglich” ist:

Fragestellung:

Allgemein:

Wie grof ist die Wirkung des
Medikamentes?

Wie grof} sind die Wirkungen
der Behandlungen A und B im
Vergleich; wie grof} ist die Dif-
ferenz ihrer Wirkungen?

Wie grof§ ist die Korrela-

Speziell:

Ist die Wirkung des Medika-

mentes gleich null?

Ist die Differenz der Wirkun-
gen von Behandlung A und B
gleich null?

Ist diese Korrelation zwischen

tion zwischen dem Alter und
dem Test—Score im Zahlen-
verbindungstest?

Alter und Zahlenverbindung-
stest gleich null?

FEin statistischer Test behandelt die spezielle Version der Fragestellung: Es ist ein
Verfahren, welches eine Entscheidung dariiber erlaubt, ob der wahre Parameter einer
Verteilung gleich einem hypothetischen, vorgegebenem Wert ist (z.B. p = 0, wenn p der
Erwartungswert der Verteilung der Blutdrucksenkung ist).

Bezeichnung:

In vielen Anwendungen ist der hypothetische Wert, dessen Richtigkeit durch den Test
iiberpriift werden soll, gleich null. Allgemein wird daher die zugehorige Hypothese,
die zu priifen ist, die Nullhypothese H; genannt.

Vorgehensweise:
Steht zu dem in Frage stehenden Parameter p einer Verteilung die Konstruktion eines

95%-Konfidenzbereichs (C.I.) zur Verfiigung, so geht man so vor:
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Betrachte die Nullhypothese Hj : i = p als widerlegt, wenn iy nicht
im 95%-Konfidenzintervall C.I. zu p enthalten ist.

In diesem Fall kommt der hypothetische Wert 14, also als ”wahrer” Wert des Parameters
w "nicht in Betracht” und wird abgelehnt. Genauer gilt:

Angenommen, die Nullhypothese Hy : p = pg ist richtig. Die
Wahrscheinlichkeit, dass H; dennoch abgelehnt wird, ist in diesem
Fall hochstens gleich 5%?

Auf diese Art wird also die Wahrscheinlichkeit kontrolliert, dass das Verfahren zu einem
Fehler der folgenden Art fiihrt:

Fehler 1. Art: Ablehnung der Nullhypothese, obwohl diese
richtig ist

Wihlt man in der obigen Vorgehensweise statt des 95%-Konfidenzintervalls das 99%-
Konfidenzintervall, so ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Fehler 1. Art (wenn
Hy richtig ist) gleich 0.01 = 1%. Wie man sieht, kann man diese Wahrscheinlichkeit
vorgeben und bestimmt das Testverfahren so, dass diese Vorgabe eingehalten
wird.

Die (obere Grenze fiir die) Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art
wird mit a bezeichnet

Ublich fiir seine (willkiirliche) Festlegung sind: a = 0.05. 0.01 oder 0.001 (£5%, 1%
und 0.1%)

Vorliufige Zusammenfassung und Definition:

Ein Signifikanztest zum Niveau « ist ein Verfahren, welches in
Abhingigkeit von den Daten einer Stichprobe iiber die Ablehnung
oder die Annahme einer Nullhypothese Hj entscheidet; ist dabei
Hy tatséchlich richtig, so wird hoéchstens mit der Wahrschein-
lichkeit o gegen H, entschieden.

Die Kontrolle des Fehlers 1. Art (auch ”a—Fehler” genannt) schiitzt (”bis auf «”) vor
der félschlichen Ablehnung einer Nullhypothese, schiitzt also beispielsweise

2Das kann man auch leicht herleiten: Mit P,, werden i.f. Wahrscheinlichkeiten bezeichnet, die unter
der Annahme gelten, dass p, der wahre Parameter ist. Dann ist:

P, ( Ablehnung der Nullhypothese  Ho : = p)
= P, (C.I. iiberdeckt mnicht )
= 1-P,(C.I. iberdeckt pug) (5.1)
= 1-095=0.05= 5%
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e vor der Zulassung und Verordnung eines Medikamentes, dessen Wirkung (im Ver-
gleich zum Placebo) gleich null ist,

e vor der (zusitzlichen) Anwendung eines diagnostischen Eingriffs, dessen Ergebnis
mit den untersuchten Krankheiten keinen Zusammenhang hat,

e vor der Deklaration eines ”Risikofaktors” fiir Herzinfarkt, der das Infarktrisiko
gar nicht beeinflusst.

Die Anwendung eines Testes ist in diesem Sinn eine Sicherheitsmafinahme. Tatséchlich
aber wird der Test und das damit eingeleitete Entscheidungsverfahrem mit der Intention
durchgefiihrt, die Nullhypothese zu widerlegen: Man sucht

e nach wirksamen Medikamenten und will ihre Wirksamkeit, wenn sie vorhanden
ist, nachweisen;

e nach Maflnahmen, welche ein Diagnoseverfahren echt verbessern kénnen;

e nach tatsdchlich vorhandenen Zusammenhdngen, wenn man nach den Ursachen
oder Entstehungsbedingungen einer Krankheit forscht.

Wiéhrend man sich also einerseits davor hiiten méchte, bei der Behauptung von Zusam-
menhéngen irgendwelchen Zufilligkeiten aufzusitzen, sollen andererseits aber tatsdchlich
vorhandene Zusammenhdnge auch erkannt und nachgewiesen werden. Ein Signifikanztest
sollte also im folgenden Sinne eine hohe ” Testschérfe” haben:

Testschirfe (Giite, ”power”) =  Wahrscheinlichkeit, eine tatsichlich
vorliegende Abweichung von der Null-
hypothese zu entdecken

Eine hohe Testschérfe ist damit gleichbedeutend mit einer niedrigen Wahrscheinlichkeit
fiir den folgenden Fehler:

Fehler 2. Art: Beibehaltung der Nullhypothese, obwohl
sie falsch ist

Die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 2. Art wird i.a. mit 8 bezeichnet und der Fehler
2. Art dementsprechend auch der ” 5—Fehler” genannt. Es gilt somit
B = 1 — Giite ("power”) des Tests

Wihrend die Wahrscheinlichkeit « fiir den Fehler 1. Art einzig durch die Festlegung
des Anwenders bestimmt wird, hingt die power eines Tests von Umsténden ab, die teil-
weise gar nicht und teilweise durch die Versuchsanordnung beeinflufst werden koénnen:

Wovon hingt die ”power” ab (wenn « festgelegt ist)?

1. Vom Ausmaf der tatséichlichen Abweichung von der Nullhypothese (eine starke
Wirksamkeit eines Medikamentes wird leichter erkannt als eine schwache Wirk-
samkeit),
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2. vom Stichprobenumfang (je groBer der Stichprobenumfang, desto eher wird eine
Abweichung von der Nullhypothese erkannt),

3. von der Streuung der Daten in der Grundgesamtheit (eine grofie Streuung verdeckt
die tatséchliche Wirkung),

4. von der speziellen Wahl der statistischen Testprozedur.

Die hier genannten Punkte zur Beeinflussung der power eines Tests sind an dieser Stelle
hochstens ”plausibel”, konnen aber alle spezifiziert und mit mathematischen Methoden
prézisiert werden. Tatséchlich besteht die Aufgabe der mathematischen Statistik im
Rahmen der Testanwendung u.a. gerade darin, die oben genannten Abhéngigkeiten
zu quantifizieren, um dem Anwender Kriterien fiir die Versuchsplanung und fiir die
Auswabhl eines geeigneten Tests zu liefern. Dies wiederum ist im Gesamtzusammenhang
zu sehen, der durch die medizinischen Zielsetzungen und Fragestellungen einerseits und
ihre partielle Ubersetzung in Terminologie und Methoden der mathematischen Statistik
andererseits gekennzeichnet ist. Bevor hierauf eingegangen werden kann, mufl zunéchst
eine Basisaufgabe der Statistik erledigt werden:

Die Bereitstellung von Signifikanztests fiir unterschiedliche Situ-
ationen und Nullhypothesen.

Nachdem eingangs dieses Kapitels gezeigt wurde, dass man Konfidenzintervalle zur
Testkonstruktion benutzen kann, soll im néchsten Abschnitt ein weiteres Konstruk-
tionsprinzip vorgestellt werden.

5.2. Abweichungsmafle und Testkonstruktion (GK 5.1, 5.2.1)
5.2.1. Beispiel 1 (Vorzeichentest).

Das folgende hypothetische Beispiel soll die Vorgehensweise bei der Konstruktion und
Durchfithrung eines Signifikanztests verdeutlichen.

Fragestellung: Es soll eine neue Salbe zur Behandlung von Neurodermitis untersucht
werden, die nach allen préklinischen Erfahrungen erfolgversprechend erscheint. Durch
eine empirische Studie soll nun belegt werden, dass die neue Salbe wirksamer ist als
eine Standardsalbe.

Der Erfolgsnachweis:

Es werden 10 Patienten mit Neurodermitis in die Studie aufgenommen, bei denen beide
Arme etwa gleich stark betroffen sind.

Bei jedem Patienten wird auf dem einen Arm stets die alte, auf dem anderen stets die
neue Salbe angewendet. Die Zuteilung von alter und neuer Salbe auf den rechten bzw.
linken Arm erfolgt per Zufall.

Nach 3 Monaten werden von einem unabhéngigen Arzt (der nicht weif}, welcher der
beiden Arme mit der Standard— und welcher mit der neuen Salbe behandelt wurde)
miteinander verglichen. Der Vergleich wird mit ”+” notiert, wenn sich anschliefend
herausstellt, dass der Zustand des Arms mit der neuen Salbe als besser bewertet wurde,
im umgekehrten Fall mit ”—" (der Fall "unentschieden” soll nicht vorkommen). Das
Ergebnis:

PaarNr. |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ergebnis | + — + + + + + — + +




8 mal + , 2 mal —
Ist damit der Nachweis gelungen?

Argumentation:

1.

6.

Die Ergebnisse zeigen, dass das Ergebnis der neuen Salbe auch schlechter als das
der alten Salbe sein kann.

. Das Einzelergebnis eines Patienten ist also jedenfalls nicht sicher vorhersagbar,

d.h. die Einzelergebnisse sind zufallsabhdngig.

. Wahrscheinlichkeitsmodell:

Das Ergebnis ”+” wird mit der (unbekannten) Wahrscheinlichkeit p erhalten.

. Wenn die neue Salbe nicht besser ist als die Standardsalbe, sind die Ergebnisse

"+7 und ”-" gleichwahrscheinlich; dann ist also

p == =05

1
2
Dies ist die Nullhypothese des Tests.

. Dann kann man die Wahrscheinlichkeit fiir genau k positive Ergebnisse bei n = 10

Patienten genau berechnen (siehe Binomialverteilung (3.22)) :

e - () 0-3)”

10! 1\
- k:!(lO—k:)!(§>

Also kann man z.B. auch berechnen, mit welcher Wahrscheinlichkeit das zusam-
mengesetzte Ergebnis ” mindestens § mal positiv” auftritt:

Binomialverteilung
n=10; p=0.5

5.46 %

Wahrscheinlichkeit (%)

Anzahl Erfolge k

Abb. 5.1: Die Wahrscheinlichkeit fiir 8 oder mehr Erfolge
Die Wahrscheinlichkeit hierfiir betrigt 5.46 %.

Vereinbarung:
Die Uberlegenheit der neuen Salbe soll als nachgewiesen gelten, wenn die An-
zahl der positiven Ergebnisse "sehr grofi” ist. Genauer: Lege eine “kritische
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Zahl” ko fest, so dass diese Zahl hochstens mit einer Wahrscheinlichkeit von
a = 0.05 = 5% "rein per Zufall” erreicht oder tbertroffen werden kann (wenn
also die Nullhypothese richtig ist, d.h. wenn die Wahrscheinlichkeit fiir ein posi-
tives Ergebnis im Einzelfall gleich 0.5 ist). Im {ibrigen soll kg aber moglichst klein
sein, damit ein Nachweis im anderen Fall auch méglichst leicht gelingen kann.

7. Die kleinste Zahl kg, die diese Bedingung erfiillt, ist kg = 9 :

Binomialverteilung
n=10;p=0.5

au k Erfolge

gen
s
\

I 1.07 %

Wahrscheinlichkeit (%)

2 3 4 5 6 7 8 910
Anzahl Erfolge k

Abb. 5.2: Wahrscheinlichkeit f iir 9 oder mehr Erfolge

Der positive Effekt der neuen Salbe gegeniiber dem Standard gilt daher als
nachgewiesen, wenn bei mindestens 9 Patienten der mit der neuen Salbe be-
handelte Arm einen besseren Zustand aufweist.

8. Allgemeine Folgerung dieser Vereinbarung;:
Die Wahrscheinlichkeit, dass eine positive Wirkung ”nachgewiesen” wird, wenn
sie in Wirklichkeit gar nicht vorhanden ist, ist < o = 5%.

9. Folgerung im vorliegenden Fall:
Eine Uberlegenheit der neuen Salbe kann nach diesen Vorgaben nicht als nachgewiesen
gelten, denn das Ergebnis lautet nur ”8 mal positiv”’, die Nachweisgrenze kg = 9
wurde also nicht erreicht.

Bei der Durchfithrung dieses Tests wurden nur die Vorzeichen der einzelnen Paarver-
gleiche verwendet; er wird daher als ” Vorzeichentest” bezeichnet. In der angegebenen
Form ist er auf viele verschiedene Situationen {ibertragbar. Fiir groflere Stichprobe-
numfinge kann man dabei die Berechnung der Binomial-Wahrscheinlichkeiten durch
die Normalverteilungsapproximation ersetzen (siehe (3.26) und Abb. 3.9).

Hinter der Konstruktion dieses Tests verbirgt sich ein allgemeines Prinzip, das im fol-
genden Abschnitt im einzelnen dargestellt wird:

5.2.2. Allgemeines Konstruktionsprinzip

1. Es seien X,Y,... Zufallsvariable, die die Ausginge von einem oder mehreren
Experimenten beschreiben.

2. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X,Y, ... sei ”im Wesentlichen” bekannt,
lediglich der Wert eines oder mehrerer Parameter der Verteilung sind unbekannt
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(aber mindestens einen von diesen Werten will man gerade untersuchen!)

Unter der Nullhypothese Hy wird eine bestimmte Bedingung fiir den interessieren-
den Parameter formuliert.
Die Alternativhypothese Hibesagt, dass die Nullhypothese nicht richtig ist.

3. Aus einer Stichprobe vom Umfang n zum Experiment X,Y ... wird eine Testgrofie
S gebildet, aus der man die ” Distanz der vorliegenden Stichprobendaten zu der
Nullhypothese” ablesen kann.

Dann sprechen dem Betrage nach grofie Werte von S gegen die Nullhypothese.

4. Diese Testgrofie oder ” Teststatistik” S mufl so beschaffen sein, dass ihre Wahr-
scheinlichkeitsverteilung zumindest dann genau berechnet werden kann, wenn die
Nullhypothese giiltig ist.

5. Lege dann zu vorgegebenem Signifikanzniveau o einen ” Ablehnbereich” fiir die
Testgrofle S so fest, dass die Testgrofie S bei Giiltigkeit der Nullhypothese héchstens
mit der Wahrscheinlichkeit o in diesen Bereich fallt:

Py, (S fillt in den Ablehnbereich) < « (5.2)

wobei Pp, die Wahrscheinlichkeit unter der Annahme bezeichnet, dass Hy richtig
ist.

Der Ablehnbereich wird in der Regel durch ”kritische Werte” fiir die Testgrofie
definiert, etwa in der Form:

”Ablehnung von Hy,wenn S > \” oder
” Ablehnung von Hy,wenn |S| > \”

Aus der letzten Gleichung (5.2) wird unmittelbar klar, dass bei diesem Konstruktions-
prinzip die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art hochstens gleich v ist, dass also das
vorgegebene ”Signifikanzniveau” eingehalten wird. Das eigentliche Problem bei diesem
Prinzip liegt in Punkt 5: Auch unter der Nullhypothese ist die Klasse der Verteilun-
gen der Basisvariablen XY, ... hiufig nicht vollstindig bekannt (Beispiel: Ist unter
Hy der Erwartungswert einer normalverteilten Zufallsvariablen gleich 0, so ist wegen
der unbekannten Varianz 0 weder die Verteilung von X noch die vom Mittelwert X,
bekannt). Diese Aufgabe wird in den einzelnen Fillen unterschiedlich gelost, wie aus
der Beschreibung einzelner Test hervorgehen wird.

5.2.3. Beispiel 2 (Z—Test):

Wenn die Stichprobe X7, X5, ..., X, von Messungen der Blutdruckverdnderung (”vor
Behandlung” minus "nach Behandlung”) aus einer normalverteilten Grundgesamtheit
stammen mit jeweils dem (unbekannten) Erwartungswert ;2 und der (bekannten) Streu-
ung 0 = 10 mmHg, so ist der Stichprobenmittelwert

— 1
S(X1,Xa, ..., Xyp) =X, = EZ)Q



ebenfalls normalverteilt mit demselben Erwartungswert p und der Streuung ﬁ (siehe
(4.1)). Wenn man dann annimmt, dass die Nullhypothese Ho : p = 0 richtig wére
(angenommen also: Keine Verénderung des Blutdrucks zu erwarten), so kann man (rein
mathematisch, ohne weitere Daten erheben zu miissen) vorausberechnen, mit welchen
Wahrscheinlichkeiten die Testgrofe S = X nach z.B. n = 49 Versuchen welche Werte

2
annehmen wird: S ~ N (0, (i) ), d.h. S ist normalverteilt mit Erwartungswert 0

V49
und Standardabweichung \}%—9 = 1—70 = 1.4286. Um die Berechnung dieser Verteilung

auf die Standardnormalverteilung zuriickzufiihren, transformiert man S noch mit Hilfe
der Z-Transformation und erhélt dann die standard—normalverteilte Testgrofle Z:
_S—p X,

4 9 1.4286

~ N(0,1)

B

Wahrscheinlichkeitsverteilung der TestgréBe Z,
wenn die Nullhypothese richtig ist.

/ 7 // / 7
// // / , / / / ,
/ / / /
K ,/Abls/hnung/ ) ,/ Ablehnung’
/
/de/r/Nu/uhypofhgse der Nullhypothese
// / ’ / ; / // // /
/ ; 7/ ; / / Y /

/

/ /
’ / A /

/ / // /0
/2.5 %

Abb.5.3: Ablehnbereich und ”kritischer Wert” einer Testgofle

Es wird nun vorab festgelegt, dass die Nullhypothese abgelehnt wird, wenn Z ”stark
positiv” oder "stark negativ”’ ausfillt, genauer: wenn Z < —1.96 oder Z > 1.96 wird.
Damit ist der Ablehnbereich festgelegt:

Lehne die Nullhypothese ab, wenn |Z| = }X U_ ,u} = ’Xn’

Jn
Der sogenannte ”kritische Wert” A\ = 1.96 fur |Z| ist dabei so gewihlt, dass die
Forderung (5.2) erfiillt ist, wenn die Fehler-I-Wahrscheinlichkeit a auf 5% festgelegt
ist: Wenn Hj richtig ist, ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine Ablehnung von Hgy nicht

grofer als 5%.

= > 1.
1.4286 — 1.96

Beispiel (Z—Test fiir n =49, o = 10, a = 0.05 = 5%; Nullhypothese Hy : p = 0):

Mittelw. X | Testgrofle Z Kriterium: Entscheidung;:
-4.3 -3.01 | —3.01] =3.01>1.96 | Ablehnung der Nullhypothese
-1.5 -1.05 | —1.05| = 1.05 < 1.96 Nullhypothese nicht widerlegt
1.8 1.26 |1.26] = 1.26 < 1.96 Nullhypothese nicht widerlegt
2.3 1.75 |1.75] = 1.75 < 1.96 Nullhypothese nicht widerlegt
3.3 2.31 |2.31| = 2.31> 1.96 | Ablehnung der Nullhypothese
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Im Fall der Ablehnung der Nullhypothese wird dies so interpretiert, dass eine Verédnderung
des Blutdrucks unter der Behandlung als ” statistisch gesichert” oder ” signifikant” gilt.
(Die Verdnderung mufl aber ihre Ursache nicht in der Behandlung selber haben, sie
konnte auch als Placebo—Effekt oder ”natiirlicher Verlauf” auftreten. Um hieriiber
Klarheit zu gewinnen, miifite auch eine Kontrollgruppe in die Untersuchung einbezogen
werden.)

5.2.4. Der P—-Wert einer Testanwendung.

Aus dem vorigen Beispiel ging hervor: Die Durchfithrung eines Tests geschieht so, dass
man die aus den Stichprobenwerten berechnete Testgrdfie mit einem ” kritischen Wert”
A vergleicht. Dieser Wert A wird vor der Durchfiihrung des Tests aufgrund von Vor-
gaben und Annahmen (Stichprobenumfang n; Signifikanzniveau a; Annahme einer zu-
grundeliegenden Verteilung, z.B. Normalverteilung) berechnet bzw. aus statistischen
Tabellen abgelesen. Der Vergleich von Testgréfie und kritischem Wert fithrt dann zur
Beibehaltung oder Ablehnung der Nullhypothese.

Wenn man ein entsprechendes Rechenprogramm hat, kann man auch anders vorgehen:
Angenommen, im vorliegenden Beispiel ist der Stichprobenmittelwert T = 3.3 (wie
in der letzten Zeile der Tabelle), und der Wert der Testgofle daher gleich 2.31. Man
berechne dann, wie grof§ (unter der Nullhypothese) die Wahrscheinlichkeit dafiir ist,
dass diese oder eine noch grofiere Abweichung von der Nullhypothese auftreten kann.
Das heifit hier: Wie wahrscheinlich ist es, dass |Z] > 2.31 wird? Ist diese Wahrschein-
lichkeit kleiner als o« = 5%, wird die Nullhypothese abgelehnt, im anderen Fall wird sie
beibehalten. Im vorliegenden Fall betrigt die Wahrscheinlichkeit 2 x 1.044% = 2.088%,
die Nullhypothese wird also abgelehnt. In der folgenden Abb. 5.4 sind diese Beziehun-
gen graphisch dargestellt:

Wahrscheinlichkeitsverteilung der TestgréBe Z,
wenn die Nullhypothese richtig ist.

"P-WertHalbe" "P-WertHalbe"
=1.044 % =1.044 %
W % ,
-3.0 T-z.o -1.0 0.0 1.0 2.0 3.0
-2.31 2.31 = Z-Wert

der Stichprobe

Abb. 5.4: Der P-Wert einer Stichprobe im Z—Test

Die so berechnete Wahrscheinlichkeit wird als der ” P-Wert” des Tests oder als ” Ab-
wetchwahrscheinlichkeit” bezeichnet. In den gingigen Statistik—Programmsystemen
wird tiblicherweise dieser P-Wert (héufig auch unter der Bezeichnung ”Signifikanz”)
ausgedruckt. Dadurch wird die Kenntnis der ”kritischen Werte” A iiberfliissig. Die
zum vorliegenden Beispiel entsprechende Tabelle sieht dann so aus:
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Mittelw. X | Testgrofie Z | P—Wert Kriterium: Entscheidung:
-4.3 -3.01 0.26 % | 0.26 % <5 % | Ablehnung der Nullhypothese
-1.5 -1.05 29.37 % | 29.37 % >5 % Nullhypothese nicht widerlegt
1.8 1.26 20.77 % | 20.77 % > 5 % Nullhypothese nicht widerlegt
2.3 1.75 8.01% | 801 %>5% Nullhypothese nicht widerlegt
3.3 2.31 2.09 % | 2.09 % <5 % | Ablehnung der Nullhypothese

Uber seine Funktion als Entscheidungskriterium hinaus ist der P-Wert aber auch von
eigenem Interesse: Aufgrund seiner Konstruktion kann er als ” Abweichwahrscheinlich-
keit” interpretiert werden:

Der P-Wert gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit bei Giiltigkeit
der Nullhypothese H; eine Abweichung von H; auftreten kann, die
so grof} ist oder noch grofler als aktuell beobachtet.

Der P-Wert ist daher die wahrscheinlichkeitstheoretische Bewertung der beobachteten
Differenz zur Nullhypothese: Je kleiner der P-Wert, desto weniger ist die Abweichung
von Hg durch Zufall zu erkldren. Da aber der P-=Wert unter anderem vom Stichpro-
benumfang abhingt, ist er kein Maf fiir die tatsdchliche Abweichung von der Nullhy-
pothese. Fiir diese Abweichungen und die Bewertung ihrer (klinischen) Relevanz sind
unverindert die im vorigen Kapitel beschriebenen statistischen Schitzungen mit den
zugehorigen Konfidenzintervallen zusténdig.

5.2.5. Einseitige Tests.

Im vorigen Beispiel sollte die Nullhypothese ”keine Anderung der Blutdruckwerte zu er-
warten” dann abgelehnt werden, wenn die mittlere Anderung ”stark von 0 verschieden”
ausfallt, also bei deutlichen Senkungen wie auch bei deutlichen Erhéhungen des Blut-
drucks. Handelt es sich aber um die Untersuchung der Wirksamkeit eines Mittels zur
Blutdrucksenkung (und nicht um die etwaige Nebenwirkung einer anderen Behandlung),
so wird man eine Erhohung des Mittelwertes von vornherein gar nicht in Betracht ziehen
und eine Wirksamkeit der Behandlung nur dann als nachgewiesen ansehen, wenn die
Anderung des Blutdrucks (”Vorher minus Nachher”) stark positiv ist. Der Ablehn-
bereich liegt jetzt ganz im Bereich positiver Werte. Er kann dort gegeniiber vorher
aber noch vergrdflert werden, damit er insgesamt wieder 5% Wahrscheinlichkeit der
Testgrofle ausmacht:
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Wahrscheinlichkeitsverteilung der TestgroBe Z,
wenn die Nullhypothese richtig ist.

// // /

/ / / V2
L/ Ablehhung
de;/Nu]I’hyp/dthese

7 / / /

/
/
7 , ; ,

/ //
/ S 5%
/

-3.0 -2.0 -1.0 0.0 1.0

1.645

Abb. 5.5: Z-Test bei einseitiger Fragestellung

Man sieht, dass der kritische Wert jetzt nur noch 1.645 betrigt statt 1.96:
X —p

a

vn
Dadurch wird, wenn die Behandlung tatséchlich wirksam ist, die Wahrscheinlichkeit
fiir den Nachweis der Verdnderung, also die "Power” des Tests, grofier.

Lehne die Nullhypothese ab, wenn Z = > 1.645

Im umgekehrten Fall aber gibt es {iberhaupt keine Chance:

Eine Abweichung von der Nullhypothese entgegen der vorausgesagten Richtung kann
tiberhaupt nicht entdeckt werden (da sie beim einseitigen Testen gar nicht in Betracht
gezogen wird).

In den folgenden Abschnitten werden die gebriauchlichsten Testverfahren beschrieben.

5.3. Spezielle Testverfahren (GK 5.2.2)
5.3.1. Mittelwertvergleiche bei normalverteilten Grundgesamtheiten

t-Test fiir verbundene Stichproben (”gepaarter t-Test”)

1. Zufallsvariable: V und W seien Zufallsvariablen, die den Mefiwert eines Parame-
ters zu zwei verschiedenen Bedingungen an jeweils derselben Beobachtungseinheit
festhilt (Beispiel: Korpergewicht vor (V) und 8 Wochen nach einer Didt (W)).
Mit Y =W —V werde die Differenz der Werte bezeichnet.

Bezeichnung: Da je zwei Werte (V und W) iiber dieselbe Beobachtungseinheit
miteinander verbunden oder gepaart sind, spricht man von ”verbundener” oder
”paariger” Stichprobe.

2. Verteilung in der Grundgesamtheit: Es wird angenommen, dass die Dif-
ferenz Y = W — V' normalverteilt ist:

Y =W -V ~ N(p,0?)

(Diese Annahme ist z.B. immer dann erfiillt, wenn V' und W ”gemeinsam” nor-
malverteilt sind)

3. Nullhypothese: Es soll {iberpriift werden, ob V und W denselben Erwartungswert
haben, ob also E(Y) = E(W —V) =0 ist:

H():/L:O
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4. Stichprobe und Abweichungsmaf}: Gepaarte Beobachtungen
(Vi,Wh), (Va,Wa), ..., (Vy, Wy,) mit den zugehorigen Differenzen Y1,Ya,...,Y,
Abweichungsmaf}: Der Mittelwert dieser Differenzen:

1< 1< —
S==> Wi-V)==-3 Y=Y,

i=1 i=1

5. Teststatistik: Als Transformation in eine Zufallsvariable, deren Verteilung unter
Hy : p = 0 vollstdndig bekannt ist, wihle

T =

Vi (5.3)

wobei

n
S S o (5.4)
i=1
die Varianz der Differenzen Y; = W; — V; ist.
Nach (4.5) ist die Verteilung von T bekannt, wenn Y den Erwartungswert p =0
hat: Dann ist 7" nach der (zentralen) t—Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden
verteilt.

6. Zweiseitiger Test:

e Kritischer Wert: Zu gegebenem Signifikanzniveau o wéhle man (aus einer
Tabelle der t-Verteilung) das obere «/2-Quantil (das ist das (1 — a/2)-
Quantil) der ¢-Verteilung mit n—1 Freiheitsgraden, bezeichnet als ¢, 1 1_ /2
(vgl. Abb. 4.2 und zugehérige Tabelle). Dann gilt:

P(IT| > tp_1,1-a/2) =«

Wihle also das obere a/2-Quantil der ¢—Verteilung mit n—1 Freiheitsgraden
als kritischen Wert fiir die Testgrole 7' = l;ﬂ\/ﬁ

e Testentscheidung: Berechne aus einer aktuell vorliegenden Stichprobe den
Wert von |T'| und entscheide genau dann gegen Hy : p = 0, wenn dieser Wert
groBer ist als 1 1_a/2

7. Einseitiger Test:

e Vorgabe der ”Richtung”: Beispielsweise sei fiir den Erwartungswert p
der Differenz Y = W — V ~ N(p,0?) grundsitzlich u > 0 vorausgesetzt
(rechtsseitige Fragestellung). Man geht also (aufgrund von Kenntnissen und
Vorinformationen iiber den Versuch) davon aus, dass eine Verringerung des
Erwartungswertes von V auf W (also p < 0) grundsdtzlich ausgeschlossen
werden kann.

e Kritischer Wert: Zu gegebenem Signifikanzniveau « wihle man dann (aus
einer Tabelle der ¢-Verteilung) das obere a—Quantil (das ist das (1 — a)—
Quantil) der t-Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden, bezeichnet als t,,_1 1—q.
Dann gilt

P(T > tnfl,lfa) =«
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Bei "linksseitiger” Fragestellung wéhle man das untere a—Quantil t,,_1 4.
Nach Definition des Quantils ist fiir dieses die Gleichung P(T' < t,,_ 1) =
a erfiillt.

e Testentscheidung: Rechtsseitige Fragestellung: Berechne aus einer aktuell
vorliegenden Stichprobe den Wert von T" und entscheide genau dann gegen
Hy :, wenn dieser Wert grofer ist als t,_1,1—o. Bei linksseitiger Fragestellung
ist Hy abzulehnen, wenn T" < t,,_ , ist.

Beispiel:
Es soll iiberpriift werden, ob nach der Awendung einer bestimmten Diét eine Gewichtsver-
dnderung eintritt.

o 1 = Erwartungswert der Gewichtsverdnderung
e Nullhypothese Hy : Keine Gewichtsverdanderung: p = 0

e Alternative H; zweiseitig: Gewichtsverédnderung: p # 0
Alternative H; FEinseitig: Verringerung des Gewichts: p <0

Dazu werden aus der Zielpopulation (definierte Ein- und Ausschlusskriterien!) 10 Pa-
tienten zuféllig ausgewdhlt und in die Studie aufgenommen. Bei jedem Patienten wurde
das Gewicht vor und nach der Didt gemessen. Die Gewichtsveréinderung kann als nor-
malverteilt angesehen werden (die Streuung dieser Werte ist aber unbekannt). Der Test
soll auf dem Signifikanzniveau o = 5% durchgefiihrt werden.

Pat.(i) | Vorher(V;) | Nachher(W;) | Diff.(Y;) | Vi =Y | (Y; —Y)?
1 98 92 -6 -3 9
2 101 98 -3 0 0
3 88 87 -1 2 4
4 79 81 2 5 25
5 110 105 -5 -2 4
6 91 92 1 4 16
7 106 96 -10 -7 49
8 111 109 -2 1 1
9 92 94 2 S 25
10 96 88 -8 -9 25
> 972 942 -30 0 158
iy 97.2 94.2 -3
Ly 17.556
s = +/17.556 = 4.1899
] -3
t = ;\/ﬁ = 11899 10 = —2.2642
th—11-aj2 = to, 0975 = 2.262 (aus Tabelle zur t-Verteilung!)

Der aus der Stichprobe berechnete Testgrofienwert |t| = 2.2642 ist grofer als der kri-
tische Wert tg o.975 = 2.262. Die Nullhypothese Hy : pn = 0 wird daher abgelehnt. Die
Annahme, dass nach der Didt keine Gewichtsinderung eintritt, ist damit widerlegt.
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Bei einseitiger Fragestellung wird hier vorab angenommen, dass die Didt —falls sie
iiberhaupt wirkt— tendenziell zu einer Gewichtsreduktion fithrt, dass also grundsétzlich
i < 0 angenommen werden kann (linksseitige Fragestellung). In diesem Fall ist 7" mit
dem Wert t,,_1, o = t9, 0.05 = —1.833 zu vergleichen. Da t = —2.2642 < —1.833 =
to, 0.05 ist, wird die Nullhypothese abgelehnt. Die Gewichtsreduktion zwischen erster
und zweiter Messung "ist signifikant auf dem 5%-Niveau”.

Man beachte: Bei dieser Studienform kann nicht geklédrt werden, ob die Reduktion
tatsichlich auf die Didt zuriickzufithren ist. Die Verdnderung kénnte z.B. auch daher
kommen, dass allein schon die Teilnahme an der Studie bei den Patienten eine solche
Wirkung zeigt. Um in dieser Hinsicht Klarheit zu erhalten, miifite eine Studie mit einer
Kontrollgruppe durchgefiihrt werden, wobei diese sich von der Didt—Gruppe weder in
der Zusammensetzung noch in der Behandlung (Gewichtskontrolle etc.) unterscheidet,
aufler eben in der speziellen Didtanweisung.

t-Test fiir unverbundene Stichproben

1. Zufallsvariable: X und Y seien Zufallsvariablen, die den Mef3wert eines Parame-
ters zu zwei verschiedenen Bedingungen festhalten; dabei kommt jede Beobach-
tungseinheit nur einmal, also nur unter einer der beiden Bedingungen in die
Stichprobe. Es entstehen also zwei unverbundene Stichproben: eine Stichprobe
vom Umfang nx fiir die Variable X und eine zweite vom Umfang ny fir die
Variable Y. Man spricht von unabhdngigen Stichproben.

2. Verteilung in der Grundgesamtheit: Es wird angenommen, dass beide Zu-
fallsvariablen, X und Y, normalverteilt sind und dieselben Varianzen haben:

X~ N(MX70-2)
Y ~ N(:UJYvoz)

3. Nullhypothese: Es soll iiberpriift werden, ob X und Y denselben Erwartungswert
haben, ob also E(X) = ux = E(Y) = uy ist:

Ho @ pix = py

4. Stichprobe und Abweichungsmafi: Zu den beiden Bedingungen werden die
Stichproben X1, X», ..., Xy, und Y1,Y5,...,Y,  gebildet. Alle Variablen X;, X5, ...
Y1,Yo, ... sind stochastisch unabhéngig voneinander. Als Abweichungsmafl wihlt
man zundchst den Absolutbetrag der Differenz der Mittelwerte beider Stich-
proben, also den Absolutbetrag von:

1 & 1 &
— Y X;—— > YV;=X,, - Y
HX; 7 ny; J nx ny

5. Teststatistik: Um diese Mittelwertsdifferenz in eine Zufallsvariable zu trans-
formieren, deren Verteilung unter Hy : py = py vollstdndig bekannt ist, dividiert
man sie durch den Standardfehler der Mittelwertsdifferenz:

o~ Xnx =Yy
S(Ynx _Vny)
Xy — Yoy

1 4 1 (nX—l)sg(—s—(ny—l)s%,
nx ny nx+ny —2



1 — 1 _
2 2 2 2
Sx nx — 1 ;l(x X) un Sy ny —1 ;1( ) (5.6)

die Varianzen in den beiden Stichproben bezeichnen.

Unter der Nullhypothese, d.h. wenn @y — ty = 0 ist, ist auch hier wieder 7" nach
der (zentralen) t—Verteilung verteilt. Die Anzahl der Freiheitsgrade ist aber n —2
wenn n = nx + ny den Gesamt-Stichprobenumfang bezeichnet.

6. Zweiseitiger Test

e Kritischer Wert: Zu gegebenem Signifikanzniveau « withle man (aus ein-
er Tabelle der t-Verteilung) das obere a/2-Quantil (das ist das (1 — a/2)-
Quantil) der t-Verteilung mit n—2 Freiheitsgraden, bezeichnet alst,, o 1_o/2
(vgl. Abb. 4.2 und zugehérige Tabelle). Dann gilt:

P(T| >t 2 1—aj2) =

Wiihle also das obere a/2-Quantil der ¢-Verteilung mit n—2 Freiheitsgraden

als kritischen Wert fir die Testgrofie T' = M
5Xnx-Yny)

e Testentscheidung: Berechne aus einer aktuell vorliegenden Stichprobe den
Wert von |T| und entscheide genau dann gegen Hy : ptx = fty, wenn dieser
Wert groBer ist als ¢, o 1_q/2

7. Einseitiger Test:

e Vorgabe der ”"Richtung”: Beispielsweise sei grundsétzlich py — iy > 0
angenommen (rechtsseitige Fragestellung). Man geht also davon aus, dass
eine Verringerung des Erwartungswertes in Gruppe 1 gegeniiber Gruppe 2
grundsdtzlich ausgeschlossen werden kann. (Bei linksseitiger Fragestellung
wird py — py < 0 vorausgesetzt).

e Kritischer Wert: Zu gegebenem Signifikanzniveau o wihle man dann (aus
einer Tabelle der ¢t-Verteilung) das obere a—Quantil der —Verteilung mit n—2
Freiheitsgraden, bezeichnet als ¢,,_2 1_o. Dann gilt

P(T > tn_27 l—a) =«

Bei "linksseitiger” Fragestellung wéhle man das untere a—Quantil ¢, o .
Nach Definition des Quantils ist fiir dieses die Gleichung P(T' < t,,—2 o) =
« erfiillt.

o Testentscheidung: Rechtsseitige Fragestellung: Berechne aus einer aktuell
vorliegenden Stichprobe den Wert von T" und entscheide genau dann gegen
Hy : p = 0, wenn dieser Wert grofler ist als t,,_2 1 —o. Bei linksseitiger
Fragestellung ist Hy abzulehnen, wenn 1" < t,_o , ist.

Rechenbeispiel:
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Gruppe 1
Pat.(i) | X; | X; —X | (X; —X)? Gruppe 2

1] 30 -1 1 Pat.(i) | Vi |Yi—-Y | (Yi—Y)?

2| 27 -4 16 1| 40 4 16

3] 25 -6 36 2| 37 1 1

41 36 5 25 31 29 -7 49

5| 33 2 4 4] 31 -5 25

6] 29 -2 4 51 41 5 25

7| 35 4 16 6| 44 8 64

8| 34 3 9 7| 31 -5 25

9| 26 -5 25 8| 35 -1 1

10| 35 4 16 S| 288 206

S| 310 152 L5 36
Iy ] 31 L 29.429
L 16.889
nx = 10, ny =8, nx+ny—2=16
nx
st = (nTl—n z;(x —7)? = % = 16.889
1 & 206
s = e ;(yi —7)? = - = 29429
Xny —Yny = 31-36=-5

E"'L)(_y’ﬂy
L_FL (nx—1)s2+(ny—1)s2
nx ny Ng+ny—2
-5
1, 1) 9x16.889+7x29.429
+
10 8 16

= —2.2284

Fiir @ = 0.05 ist das obere a//2—-Quantil der t—Verteilung mit 16 Freiheitsgraden gleich
t16,0.975 = 2.1199.

Folgerung: Da der aktuell beobachtete Wert ¢ der Teststatistik 7" dem Betrage nach
den kritischen Wert iiberschreitet:

|t =2.2284 >  tig 0975 = 2.1199,

wird die Nullhypothese abgelehnt: Die Annahme gleicher Erwartungswerte in den bei-
den Grundgesamtheiten gilt als widerlegt. Die Unterschiede sind ” signifikant”, ” statis-
tisch gesichert auf dem 5 %-Niveau”. Der " P—Wert” zu diesen Daten ist ” P = 0.0405”,
d.h.

Py, (|T| > 2.2284) = 0.0405 :

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Testgrofie T' (dem Betrage nach) einen Wert
so grofl wie aktuell beobachtet oder noch grofler annimmt, ist unter der Nullhypothese
gleich 4.05 %.

Auswertung fiir einseitige Fragestellung:
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Fiir o = 0.05 ist das obere a—Quantil der ¢t—Verteilung mit 16 Freiheitsgraden gleich

t16, 0.95 = 1.746.

Bei rechtsseitiger Fragestellung wird die Nullhypothese nicht abgelehnt (denn dafiir

miifite das Vorzeichen von ¢ positiv sein. Es ist aber ¢t = —2.2284).

Bei linksseitiger Fragestellung wird die Nullhypothese abgelehnt, da t = —2.2284 <

—1.746 = t16, 0.05-
Hinweis: In diesem Beispiel sind die Stichprobenvarianzen s2 und s?j gleich 16.889 bzw.
29.429. Es erscheint deshalb zumindest fraglich, ob die unter Punkt 2 gemachte Annahme,
wonach die Varianzen in der Grundgesamtheit identisch (gleich einem unbekannten Wert 2 )
sind, gerechtfertigt erscheint. Ist diese Annahme in Wirklichkeit nicht erfiillt, so stimmt auch
die Folgerung nicht, dass die Verteilung der Testgrofle ¢ , definiert in (5.5), die t—Verteilung
ist mit nx + ny — 2 Freiheitsgraden. In diesem Fall ist ein (nach WELCH) modifizierter
t—Test anzuwenden, bei dem sowohl die Testgrofle als auch deren Verteilung unter der Null-

hypothese neu berechnet werden mufl. Dieser ”¢-Test bei ungleichen Varianzen” ist in guten
Statistikprogrammen neben dem ”iiblichen” t—Test verfiighar.

5.3.2. Kontingenztafel-Analyse.

Unabhéngigkeit in Kreuztabellen In der deskriptiven Statistik haben wir bei der
Analyse von Kreuztabellen (”Kontingenztafeln”) bereits ein Abweichungsmafl kennen-
gelernt, ohne damit schon so recht was anfangen zu kénnen:

Der dort mit X2 bezeichnete Wert

X2 Z (Beobachtete Anzahl - Erwartete Anzahl)?
N Erwartete Anzahl

(S. 28) war so konstruiert, dass er anzeigt, wie stark die beobachteten Hdufigkeiten
in einer Kreuztabelle von der Annahme der Unabhingigkeit der beiden Merkmale ab-
wetchen. Mit Hilfe der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist es nun méglich zu berechnen,
welche Werte X? mit welcher Wahrscheinlichkeit annehmen kann, wenn die beiden
Merkmale der Kreuztabelle tatsdchlich unabhdnging sind. Damit kénnen wir also schon
wieder einen Test konstruieren:

1. Zufallsvariable: X und Y seien diskrete Zufallsvariable. X und Y sind jeweils
an derselben Beobachtungseinheit zu messen (gepaarte Beobachtung).

2. Verteilung in der Grundgesamtheit: Die gemeinsame Verteilung von X und
Y wird mit

pij = P(X =1,Y =) (5.7)
bezeichnet.

3. Nullhypothese: Es soll iiberpriift werden, ob X und Y unabhéngig sind. Nach
der Definition der Unabhéngigkeit lautet die Nullhypothese also

Hy: P(X =i,Y =j) = P(X =i) P(Y =) (5.8)

4. Stichprobe und Abweichungsmaf}: Aus n Beobachtungspaaren
(X1,Y1),(X2,Y2),...,(Xy,Ys) bildet man —wie in der deskriptiven Statistik— die
Héufigkeitstabelle fiir alle Kombinationen und erhélt somit eine Kontingenztafel.
Die Randh&ufigkeiten sind die Zeilen— und Spaltensummen.
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5. Wenn X und Y wunabhdingig sind, ist fiir jede Zelle der Kreuztabelle ”erwartete
Haufigkeit” gleich

Zeilensumme X Spaltensumme

E tete Anzahl =
rwartete Anza Gesamtzahl

6. Teststatistik: Bilde die Summe der quadrierten und standardisierten Differen-
zen zwischen beobachteten und erwarteten Haufigkeiten:

2 Z (Beobachtete Anzahl - Erwartete Anzahl)?
B Erwartete Anzahl

Unter der Nullhypothese, d.h. bei Unabhéngigkeit von X und Y ist die Verteilung
dieser Testgrofe angeniihert gleich der sogenannten 7y Verteilung” .
Hinweis 1: Wie fiir die t-Verteilung gibt es auch fiir die x2- Verteilung Versio-

nen mit unterschiedlichen ”Freiheitsgraden”. Die Anzahl der Freiheitsgrade wird
hier aber nicht durch den Stichprobenumfang festgelegt sondern durch die Anzahl
der Zeilen und Spalten der Kreuztabelle. Sie kennzeichnen die Anzahl der Felder,
deren Werte man frei wéihlen kann, wenn die Randsummen als fest gegeben ange-
sehen werden. Fiir die Vierfeldertafel kann nur 1 Feld frei gewahlt werden; die
anderen ergeben sich daraus als Ergdnzung zur jeweiligen Randsumme. Allge-
meine Formel:

Freiheitsgrade = (Zeilen — 1) x (Spalten — 1)

Hinweis 2: Die y>—Verteilung entsteht durch Quadrierung einer normalverteil-
ten Zufallsvariablen: ist X ~ N(0, 1) standardnormalverteilt, so wird die Verteilung
von X? als die ”x?~Verteilung mit einem Freiheitsgrad” bezeichnet. Sie ist al-
so aus der Standard-Normalverteilung berechenbar. Ebenso die y?-Verteilung
mit (allgemein) k& Freiheitsgraden: Sind Xi, X»,... X} unabhingige, standard—
normalverteilte Zufallsvariablen, so heifit die Verteilung von X? := X? + X3 +
et X,% die " x2 - Verteilung mit k Freiheitsgraden”.

7. Kritischer Wert: Zu gegebenem Signifikanzniveau a wihle man (aus einer
Tabelle der y2-Verteilung) das obere a—Quantil (das ist das (1 — a)-Quantil) der
x2-Verteilung mit f Freiheitsgraden, bezeichnet als X?,P o Nach der allgemeinen
Definition eines Quantils gilt dann

P(X2 > X%,l—a) = 1- P(X2 < X%,l—a)
= 1-(1-a)
= «

Wihle also das obere a—Quantil der y?-Verteilung mit f := (Zeilen — 1) x
(Spalten — 1) Freiheitsgraden als kritischen Wert fiir die Testgrofe X2.

8. Testentscheidung: Berechne aus einer aktuell vorliegenden Stichprobe den
Wert der Teststatistik X2 und entscheide genau dann gegen die Nulhypothese
Hy der Unabhéngigkeit, wenn dieser Wert grofler ist als X?« 1o
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Der (4-Felder) x?-Test Dies ist der Spezialfall einer Kontingenztafelanalyse fiir
jeweils nur 2 mogliche Ergebnisse der Zufallsvariablen X und Y (X und Y sind ” bindre”
Zufallsvariable). Wie in Kapitel 2 beschrieben, wihlt man dann h#ufig die Buchstaben
a,b,c und d zur Bezeichnung der absoluten Haufigkeiten.

Die TestgroBe X2 kann in diesem Fall einfacher nach der Formel

(ad — be)*n

X = (a+c)(b+d)(a+b)(c+d)

berechnet werden. X? ist angeniihert y2—verteilt mit einem Freiheitsgrad. Die oberen
a—Quantile X%,lfa und damit die kritischen Werte fiir die Teststatistik X? fiir die
iiblichen Signifikanzniveaus « sind:

al 0.05| 0.01| 0.001
X2 1 . | 3.8414 | 6.6349 | 10.8276

Rechenbeispiel (aus Kapitel 2):

Das ” Auftreten von mindestens einer Nebenwirkung” und ”die verabreichte Dosis” sind
die beiden Variablen, deren Zusammenhang iiberpriift werden soll. Die in der Studie
beobachteten Haufigkeiten waren

Ergebnis
Gruppe | "negativ” | ”positiv” Total
A a=32 b=152 184
B c=35 d=140 175
Total 67 292 n = 359

Berechnung der Testgrofle:

(32 x 140 — 152 x 35)2 x 359
67 x 292 x 184 x 175
= 0.4021

X% =

Fiir o = 0.05 ist der kritische Wert gleich 3.8414. Da der aktuelle Wert der Testgrofle,
X? =0.4021, Kleiner ist als der kritische Wert, wird die Nullhypothese nicht abgelehnt:
Ein Zusammenhang zwischen der Dosis und dem Eintreten von Nebenwirkungen ist
durch diese Ergebnisse nicht nachgewiesen (die beobachteten Unterschiede kénnen —
auch bei Unabhéngigkeit von Dosis und Nebenwirkung— allein durch Zufallsschwankun-
gen erklirt werden). Dies wird in der folgenden Abbildung 5.6 noch einmal graphisch
veranschaulicht:
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Verteilung der Teststatistik
unter der Nullhypothese:
1.20 .

| 7/ ’

7 s s
s s

. Abléhnun/g
der Nullhypothese

S
5%
7 7

1.00

s
s

0.80

s
s

0.60

|
|
|
|
|
|
|
I3
|
|
|
|
|
I

0.40

0.20

|
|
|
|
[
|
|
|
|

0.00

Aktuseller Wert L .
der Stichprobe: Kr|:|scher Wert:
X = 3.8414

x2 =0.402 1,095

"nicht signifikant"

Abb. 5.6: Der 4-Felder— y? Test

Zur Anwendbarkeit des y?>—Tests

Wie bereits angedeutet, ist die fiir Kontingenztafeln definierte Testgrofie X2 nur an-
gendhert nach der x?- Verteilung verteilt. Das entscheidende Kriterium fiir die Anwend-
barkeit des Tests sind die Erwartungshdufigkeiten der einzelnen Zellen der Kreuztabelle
(vgl. Seite 28):

E;; = FErwartungsHaufigkeit der Zelle mit Zeile Nr. i und Spalte Nr. j

Zeilensumme X Spaltensumme
Gesamtzahl der Félle

Sind alle diese Erwartungshiufigkeiten > 5, so kann man den y?-Test bedenkenlos an-
wenden. Die Angaben dariiber, unter welchen Voraussetzungen der y2-Test auch sonst
noch angewendet werden darf, sind in der Literatur nicht einheitlich. Am h&ufigsten
wird die Regel von Cochran (1954) herangezogen:

e Kreuztabellen mit mehr als 2 Zeilen oder Spalten: “If relatively few expectations
are less than 5 (say in 1 cell out of 5 or more, or 2 cells out of 10 or more), a
minimum expectation of 1 is allowable in computing y*“

e Die 2x2-Kreuztabelle: “Use Fisher’s exact test (i) if the total n of the table < 20,
(ii) if 20 < n < 40 and the smallest expectation is less than 5.
If n > 40 use 2, corrected for continuity.”

Man entnimmt dieser Regel, dass fiir die 2x2-Tabelle zwei weitere Tests in Frage
kommen:

e Der x2-Test mit Stetigkeitskorrektur. Diese Korrektur (hdufig auch mit ” YATES-
Korrektur” bezeichnet), verbessert die Approximation der Testgrofie an die x2-
Verteilung. Man sollte iiberpriifen, ob das Statistikprogramm, mit welchem man
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arbeitet, entsprechend der Regel von Cochran grundsétzlich diese Korrektur an-
wendet. Sie ist ndmlich ziemlich restriktiv und z.B. bei ErwartungsH&ufigkeiten
alle > 5 sicher nicht notig. Es gibt auch einige Autoren, die die Anwendung dieser
Korrektur generell ablehnen. Numerische Untersuchungen zeigen, dass die An-
wendung der Yates-Korrektur fast die gleichen Ergebnisse liefert wie der ”exakte
Test von Fisher”.

Statistikprogrammpakete wie z.B. SPSS geben die minimale Erwartungshaufigkeit der
Zellen sowie den Prozentsatz von Zellen mit einer Erwartungshéufigkeit < 5 aus, so dass
man mit Hilfe dieser Angaben die Cochran-Regel anwenden kann. Bei SPSS findet
man fiir 2 x 2-Tabellen ebenfalls die Yates—Korrektur berechnet sowie den exakten
Test nach Fisher. Bei diesem werden die Randsummen der Kreuztabelle als gegeben
angesehen und auf dieser Basis unter der Nullhypothese die Wahrscheinlichkeiten fiir
die verschiedenen Moglichkeiten berechnet, die Beobachtungen auf die 4 Zellen der
Kreuztabelle zu verteilen. Die Wahrscheinlichkeiten fiir die beobachtete und die noch
7extremeren” solcher Belegungen bilden dann den P—Wert des Tests.

5.3.3. Weitere spezielle Tests und Hinweise fiir Doktoranden

Mit den hier dargestellten statistischen Tests haben Sie ganz wichtige, aber nur sehr
wenige Tests kennengelernt. Das Skript war eher darauf angelegt, statistische Denk-
und Schlussweisen darzustellen und diese an Hand einiger spezieller Tests zu verdeut-
lichen. Dazu war es nétig, sich mit den Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung
vertraut zu machen, denn alle ”Signifikanzaussagen”, die in jeder empirischen Disser-
tation erwartet werden, sind Aussagen iiber Wahrscheinlichkeiten und gehen von An-
nahmen {iber Verteilungen einer Variablen ”in der Grundgesamtheit” aus. Speziell bei
Signifikanztests werden Verteilungen einer Testgrofle ”unter der Annahme der Nullhy-
pothese” zu Grunde gelegt und mit den aktuell gefundenen Werten einer Untersuchung
verglichen. Dieses Prinzip wird unveréndert auf viele andere Situationen iibertragen.
Wenn aber die Schlussweise des statistischen Testens deutlich geworden ist, macht es
nur noch wenig Miihe, auch weitere statistische Tests, die in entsprechenden Statistik-
Programmsystemen angeboten werden, richtig anzuwenden. Es wird dann nicht mehr
notig sein, die jeweils dahinterstehenden Formeln zu kennen und nachzuvollziehen.
Wichtiger ist dann vielmehr, die fiir die jeweilige Fragestellung interessierende Nullhy-
pothese zu formulieren und einen zur statistischen Priifung geeigneten Test auszuwdhlen.
Ein kurzer Leitfaden hierzu ist auf der homepage des Instituts fiir Biometrie unter der

Adresse
http://www.mh-hannover.de/institut/biometrie/Scripte/Tests/swtest 7.pdf

abgelegt. Beigefiigt ist eine ZIP-Datei mit einer SPSS-Beispiel-Datei und Syntax-
Dateien, in der alle angefiihrten Tests enthalten und durch Markieren und Mouse-Klick
aufzurufen sind. Wenn Sie sich dies lieber erst mal vorfithren lassen wollen, besuchen
Sie einfach den ” Vertiefungskurs SPSS”, der in jedem Semester angeboten wird. Nach-
sehen unter:

http://www.mh-hannover.de/institute/biometrie/veranstaltung.html
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